A K61007 sz. OTKA-palyazat szakmai zarébeszamoléja

Nagy el6relépést tettiink a Leavitt-(tt)algebrak elméletében. A C*-algeb-
rak elméletében a 70-es években vezették be a Cuntz-algebrakat, és ezek
azéta is a kutatasok homlokterében allnak. Az tn. Elliott-program a Cuntz-
algebrak és kiillonbozo altalanositasaik topologikus K-elmélet segitségével tor-
ténd jellemzését tiizi ki célul. A Leavitt-algebrak a Cuntz-algebrak gytirtiel-
méleti megfeleldi, amelyeket Leavitt 25 évvel kordbban vezetett be. Jelen
kutatdsaink soran sikeriilt elérniink az Elliott-program algebrai megfelel6jét:
konkrét generatorok megaddsdval bebizonyitottuk, hogy az L ,—1) Leavitt-
algebrat egyértelmiien meghatarozza az algebrai Ky-csoportja a szabad cikli-
kus modulus altal definialt Ky-beli elem poziciéjaval egyttt. Minthogy a
Cuntz-algebrak a megfelel6 Leavitt-algebrak teljes burkaként is eloallithatok,
azért ezzel egyben 1j, teljesen algebrai és konstruktiv bizonyitast adtunk arra
a C*-algebrékrél szolé nevezetes eredményre, miszerint a Cuntz-algebrékat
teljesen jellemzi a (topologikus) K-elméletiik. Médszeriink az L ,—1) Leavitt-
algebra szamos automorfizmuséanak konkrét leirasara ad lehetoséget. Bebizo-
nyitottuk még egy, a Cuntz-algebrak elméletében fontos és nagyon hasznos
egyértelmiiségi tétel (az un. Gauge-invariant Uniqueness Theorem) algebrai
valtozatat, amely egész szamokkal fokszamozott algebrak kozotti bizonyos
homomorfizmusok injektivitasat garantalja. Ennek f6 alkalmazasaként el-
donthetd, hogy bizonyos grafokhoz tartozé tn. Leavitt-titalgebrak izomor-
fak-e, ennek segitségével pedig megmutattuk, hogy Leavitt-utalgebrak egy
osztalyaban a K-elméletiik egyértelmiien jellemzi az algebrakat.

A kommutativ gytirtik feletti matrixokra vonatkozé klasszikus Cayley—
Hamilton-tétel jelentosége kozismert. A Pl-gytiriik elméletében a T-prim T-
idealok leirdsa mutatja a Grassmann-algebra feletti matrixok és szupermatri-
xok fontossagat. A Grassmann-algebra és még altalanosabban Lie-nilpotens
gyturiik feletti matrixokra mar kordbban sikeriilt invarians Cayley—Hamilton-
azonossagot talalnunk. Ennek a munkanak a folytatasaként invarians balol-
dali és jobboldali Cayley-Hamilton-azonossagot adtunk meg tetszoéleges gyi-
ri feletti n x n-es matrixokra, generikusan megkonstrualhaté kommutator-
elemeket tartalmazo matrix egyiitthatokkal. Itt a matrix egytitthatok megje-
lenése tjdonsagnak szamit, ennek ellenére a klasszikus tétel eredményiink
egyszeri specialis eseteként adodik. A Cayley—Hamilton-azonossagot és az
ezzel rokon algebraicitas fogalmat is hasznaltuk méatrixgytiriik bizonyos neve-



zetes részgytriinek a vizsgalatdban abbdl a szempontbdl, hogy ezek a rész-
gyurik zartak-e az inverz képzésére. Egy baloldali Noether-gytri feletti
teljes matrixgytriinek minden, a skalaris matrixokat tartalmazé részgytiriije
zart az inverz képzésére. Hasonld allitas érvényes egy Lie-nilpotens gytiri
feletti teljes matrixgytrtire. Ezek altalanositasaként igazoltuk, hogy tetszole-
ges Pl-gytri feletti teljes matrixgyliriinek az tn. strukturalis részgytrii
zartak az inverz képzésére. Arra is ramutattunk, hogy egy alapgytri feletti
bizonyos méretli teljes matrixgytirtin teljesiilé Dedekind-végességi feltétel
miképpen befolyasolja az ugyanezen alapgytri feletti lényegesen nagyobb
méretll strukturalis matrixgytlriiknek az inverzképzésére vald zartsagat és
Dedekind-végességét. Kozismert (bér nehezen lathat6 be), hogy a Dedekind-
végesség nem Oroklodik egy gytirtirdl a felette vett 2x 2-es teljes matrixgytrire
sem; tudomasunk szerint egyik tételiink az elsé olyan eredmény, amely a
Dedekind-végesség bizonyos 6roklodését garantalja.

Cayley—Hamilton tipust azonossigot talaltunk a Lie-feloldhatésag azo-
nossagat teljesito gytiriik feletti 2 x 2-es méatrixokra. A skalar egytitthatokat
a szoban forgé matrix hatvanyainak és azok bonyolultabb szorzatainak a
nyomat felhasznédlva kapjuk. Azt is megmutattuk, hogy két kvadratikus
elem altal generalt algebra bedgyazhato az alaptest algebrai lezartja feletti
egyvaltozos polinomgytiri teljes 2 X 2-es matrixalgebrajaba. Eredményeket
nyertiink az emlitett két elem altal generalt algebra centrumardl is. Ez a
munka ahhoz a korabban vizsgalt kérdéshez is kapcsolddik, hogy lehet-e a
teljes matrixalgebrat két idempotens elemmel generalni. Nyilvanvalo kévet-
kezményként kapjuk, hogy a (test feletti) 3 x 3-as és az ennél nagyobb teljes
matrixalgebrat nem lehet két kvadratikus elemmel generalni.

Sikeriilt lefrnunk a 2 x 2-es Un. altalanositott fels6 haromszog matrixgy-
riik automorfizmuscsoportjat a matrix diagonalisanak elsé, ill. mésodik he-
lyén 1évo elemekbdl allé erosen felbonthatatlan gytirtik és a matrix bal fels6
2 x 2-es sarka altal meghatarozott blokkfelbontdasban szereplé bimodulus
automorfizmuscsoportjanak a segitségével.

Formulat adtunk az idedlok szamara az olyan n x n-es fels6 haromszog
matrixgytrikben, amelyeknél az alapgytiri idealjainak a haldja véges lancok
direkt szorzata. Ilyen formula (Catalan-szamokkal) eddig csak a test feletti
fels6 haromszogmatrixok esetében volt ismert.

Sikeriilt megadni a linedris algebra néhany alapvet6 fogalmanak és ered-



ményének haléelméleti altalanositasat. Vektortér helyett az alterek héléjat,
linearis leképezés helyett az altérhaléon természetes médon indukalt leképezést
tekintjik. fgy lehetové valik bizonyos halémorfizmusokra bizonyitani a di-
menziotételt, a Fitting-lemmat és nilpotens esetben a Jordan-féle normalalak-
1ol 87616 tételt is. Kovetkezményként egy tetszoleges gytirti feletti féligegysze-
rit modulus nilpotens endomorfizmusainak teljes jellemzését kapjuk a Jordan-
normalbazis felhasznalasaval. A klasszikus esetben egy méatrix centralizatora-
nak és dupla centralizatoranak a meghatarozasa a Jordan-féle normalalak
segitségével torténik. fgy nem meglepd, hogy a fenti eredményeket sikertilt
bizonyos nem kommutativ gytiriik feletti matrixok, illetve modulus-endomor-
fizmusok centralizatorainak a lefrasahoz felhasznalnunk. Lokalis gytriik felet-
ti féligegyszerit modulusok esetén teljes jellemzést adtunk egy tetszoleges
nilpotens endomorfizmus centralizator- és dupla centralizator-algebrairol. A
centralizatorban teljesiilo polinom-azonossagokrdl is sikeriilt eredményeket
kapnunk, sot, a klasszikus esetben a PI-fokszamra is pontos értéket nyertiink.

Fontos eredményeket értiink el a kommutativ gytliriik oszthatosagi elméle-
tében. Itt a mar korabban bevezetett, de eddig alig vizsgalt Bezout-monoidok
latszanak kulcsszereplonek. Veliik axiomatikusan vizsgalhaté nemcsak a Be-
zout-gylrik, hanem altalanosabban a Fuchs Laszlé altal bevezetett aritmeti-
kai gytiriik végesen generdlt idedljainak multiplikativ elmélete is. (Az utébbi
osztdly magaban foglalja a féligorokléds gytirtiket.) Vizsgalataink arra az
észrevételre épiilnek, hogy a részbenrendezett struktiurdk leirasaban szokasos,
minden szlirére alapozott felbontas itt nem alkalmas, ezek helyett a szorzasra
is zart m-prim sziiréket kell alapul venni. Leirtuk a faktorképzéssel, ill. a
lokalizalassal keletkez6 homomorfizmusokat, majd ezek felhasznalasaval az
Osszes homomorfizmusra adtunk leirast. Ennek érdekessége, hogy a Bezout-
monoidok kongruenciait a 0 és az 1 osztalya egyiittesen hatarozza meg.
Felbontési tételt adtunk a szemiprim Bezout-monoidokra, megmutatva, hogy
a miniméalis spektrumuk kompakt. A prim spektrum, ill. a maximalis
spektrum felhasznédlasaval Grothendieck-féle és Pierce-féle kévefelbontast is
bizonyitottunk minden Bezout-monoidra. Tavlati célunk a reprezentacios
probléma megoldasa: eléallithaté-e minden Bezout-monoid valamely Bezout-
gytrl oszthatosagi félcsoportjaként? Ez irdnyban megmutattuk, hogy bar-
mely féligoroklodé Bezout-monoid eléallithato egy féligoroklédo Bezout-gy-
rii oszthatosagi félcsoportjaként. Eljarast adtunk még féligoroklodo Bezout-
monoidok konstrualasara egy halészertien rendezett Abel-csoport és annak



(nem feltétleniil kiilénb6z6) idempotens endomorfizmusaibél 4116 Boole-algeb-
ra segitségével.

Gyftrik radikaleméletének egy ujabb, meglepé kapcsolatat taldltuk. A
kategéridkat az ,,ideg” funktor segitségével szimplicidlis halmazként tekintve
kiterjesztettiik a faktorizacids rendszer fogalmat egy kategéria morfizmusairol
egy tetszoleges szimplicialis halmaz 1-szimplexeire. Megmutattuk, hogy ha
ezt a konstrukciot egy alkalmas (pl. félig-Abel) kategéria rovid egzakt soroza-
tainak alkalmasan definialt szimplicialis halmazara alkalmazzuk, akkor éppen
a Kuros—Amitsur radikél fogalmat kapjuk. Mas széval, a faktorizaciés rend-
szerek és a Kuros-Amitsur radikalok egyarant egy szimplicidlis halmazok
segitségével definialt fogalom specidlis esetei.

Bebizonyitottuk Zassenhaus sejtésének gyengitett valtozat, az in. Kim-
merle-sejtést a sporadikus egyszeri M, Mathieu-csoport esetében. A bizo-
nyitasban fontos szerepet jatszik a Luthar és Passi dltal bevezetett modszer,
valamint a véges p-csoportok Gruenberg-Kegel-grafja. A mar emlitett Lu-
thar—Passi modszerrel belattuk Kimmerle sejtését a sporadikus egyszerti Hig-
man—Sims-csoportra a csoportgytirije normalizalt egységcsoportjanak a vizs-
galataval. Ha K pozitiv karakterisztikdji test és a K'G csoportalgebra Lie-
nilpotens, akkor a fels6 (ill. alsd) Lie-nilpotencia-index legfeljebb eggyel na-
gyobb, mint a kommutéatorcsoport rendje. Ismertek voltak azok a csoportok,
amelyekre a fent emlitett indexek maximalisak vagy majdnem maximalisak.
Most meghataroztuk azokat a csoportokat, amelyekre ezek az indexek az ezt
megel6z6 értéket veszik fel.

Egy Abel-csoportok kozti epimorfizmus A-tiszta, ha projektiv minden \-
nal kevesebb elemmel generalt Abel-csoportra nézve. Bebizonyitottuk, hogy
nem megszamlalhato, regularis A\-ra egy kotorzidcsoport A-tiszta projektiv
dimenzidja pontosan akkor nagyobb 1-nél, ha a torziémentes részének szamos-
saga legalabb A. Ez Muro, Neeman és Rosicky kérdéséhez kapcsolodik: van-
e olyan gytri, amely felett minden A-ra létezik egynél nagyobb M-tiszta
dimenziéji modulus? (Beleértve a megszamlalhaté végtelen szamosségot is.)

Mint ismeretes, feliiletszingularitasok feloldasaiban a fiiggvények multipli-
citdsa a kivételes divizidkon filtralast indukél a fliggvények gytirijén, sot, az
univerzalis Abel-lefedés fiiggvényeinek gytirijén is. Splice-quotient szingula-
ritasok esetén az univerzalis Abel-lefedés fliggvénygytiriije szép egyenletrend-
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szerrel definidlhaté (a konvergens hatvanysorok gytirtijében). Megmutattuk,
hogy ez a filtralds monomidlis: azaz egy hatvanysor pontosan akkor van
benne a filtralas egy szintjében, ha a hatvénysor tagjai (monomok) is a
filtralas ugyanazon szintjén vannak. (A monomokrdl konnyti eldonteni, hogy
a filtralas mely szintjein vannak.) Ezzel a filtralas algebrai-kombinatorikai
nyelven leirhatd, és csak a szingularitas topolégiai tulajdonsagaitol fiigg,
az analitikus tulajdonsagoktol nem. A maximalis idedl hatvanyai alkotta
filtralas viszont az analitikus tulajdonsagoktdl is fligg, amint azt egy egyszeri
példan megmutattuk. Ez érzékeny az egyenletrendszerben a magasabb foku
tagokra, amelyek a topoldogiat nem befolyasoljak.

A 12 éve bevezetett és azdta alapvetOen fontosnak bizonyult félig-Abel
kategéridk elméletében tobb jelentos eredménytink sziiletett. Ezek alapja
az a felismerés, hogy az Ursini altal a 70-es években bevezetett univerzalis
algebrai idealelmélet éppen a félig-Abel varietdsokrol és azok egy kozvetlen
altalanositasarol szol. Megfeleltetést létesitettiink az univerzalis algebrai
idealelmélet fogalmai és eredményei, valamint kategoriaelméleti fogalmak
és eredmények kozott — itt olyan kérdésekrol van szd, amelyek egy része
a két algebrai agnak egészen a kezdetéig nyulik vissza, de a kapcsolatukra
idaig nem deriilt fény. To6bb, meglehetdsen technikainak tiind univerzalis
algebrai fogalom kategoriai megfeleléje egyszerti, konnyen értheté. E téren a
legmeglepobb eredményiink az, hogy az idedlok éppen a normalis részalgebrak
(= kongruencia-magok) homomorf képei, és ez minden bézisponttal elldtott
regularis kategériaban igaz.

A félig-Abel kategoriak un. ,régi tipusi” axiomarendszerében nem volt
vilagos, hogy a Hofmann-axiéma filiggetlen-e a tobbi axiomatdél. Most sike-
rilt ezt igazolnunk: a Hofmann-axiéma elhagydsaval megmaradt axiéma-
rendszer altal definidlt kategoriakat univerzalis algebrai analdgia nyoméan
idedl-meghatarozott kategoridknak nevezve egy univerzalis algebrabdl szar-
mazo6 példa azt mutatja, hogy az ilyen kategéridk nem feltétlentil Malcev-
kategoridk, igy nem lehetnek félig-Abelek. Megmutattuk azt is, hogy még a
Malcev-féle ideal-meghatarozott kategériak sem feltétlentil félig- Abel katego-
ridk, s6t, ez még akkor sem igaz, ha csak algebrdk varietdsaira szoritkozunk.

A félcsoportok strukturaelméletében az egyik legfontosabb eszkoz a leg-
nagyobb félhalofelbontas. Ez funktor, amely egyben az altalanos Kuros—
Amitsur radikédlelmélet egyik kiemelt példaja is. Mindezek ismeretében meg-



lepd, hogy eddig még nem vizsgaltak a legnagyobb félhaléfelbontés kategori-
kus tulajdonsagait. Az adjungélt funktor tétel értelmében a legnagyobb fél-
haléfelbontas funktora megériz minden kolimeszt, a kérdés tehat az, hogy
mely limeszek 6rzodnek meg. Ezt megvizsgalva azt talaltuk, hogy a valasz
legtobbszor negativ, de bizonyos esetekben megorzodést is tudtunk igazolni.
Igy pl. megmutattuk, hogy ez a funktor megérzi a véges (direkt) szorzatokat,
de nem minden végtelen (direkt) szorzatot.



