Az elért eredmények ismertetése

Nemlineéaris egyenstlyi rendszerekkel kapcsolatos eredmények:

A [9] cikk a skalar derivalt tulajdonsagait Hilbert térben mutatja meg. A [4],[6],[12]
dolgozatokban fontos feladatosztdlyokra fogalmazunk meg megoldhat6sagi feltételeket a
skalar derivaltra alapozva. Az [5] dolgozatban topologikus médszerek segitségével vizsgaltuk
a fixpontok és a nemlinedris operatorok pozitiv sajatértékeit. A [3] cikkben a proximalis pont
madszert terjesztettiik ki konvex és monoton optimalizalasi feladatra.

A [14] dolgozat Euklideszi térbeli koizoton kuipok jellemzésével foglalkozik. Izotén vetitési
kip olyan zart konvex kuip, amelyre a kup altal meghatarozott rendezési relacio invarians a
kupba vetitéssel szemben. Egy koizoton kup a polarja egy izoton vetitési kiipnak. A dolgozat
tobb ekvivalens egyenl6tlenség-rendszerrel irja le a koizoton kupokat.

A [20] konyv f6 Gjdonsaga, hogy a skalar derivaltat és az aszimptotikus skaladr derivaltat
alkalmazza a fixpont elméletben, komplementaritasi rendszerekben és Riemann geometriai
problémakban.

A [21] dolgozatban a skalar derivaltra alapozva fontos feladatosztalyokra fogalmaztunk meg
megoldhatosagi feltételeket. A [22] dolgozat 1j jellemzést ad egy leképezés reguldris és
kivételes elemcsaladjanak nem-létezésére, amelynek segitségével komplementaritasi
rendszerek megoldhatésagara nyeriink uj feltételt.

A [28] dolgozatban egy rekurziot mutatunk be egy Hilbert térbeli nemlinearis
komplementaritasi feladatra vonatkoz6an. A nemlinedris komplementaris feladatot egy zart
konvex kup és a zart konvex kiipon megadott folytonos leképezés segitségével értelmezziik.
Ha a rekurzié konvergens, akkor a hatarértéke megoldasa a nemlinearis komplementaritasi
feladatnak. Izoton projekcios kupok esetén elégséges feltételeket adunk meg a leképezésre
vonatkozoan, melyek biztositjak a rekurzié konvergenciajat.

Egy kupra vonatkozé projekcié meghatarozasa altalaban nehéz és szamitasigényes feladat. A
[36] dolgozatban egy hatékony rekurziv modszert mutatunk be, amely véges szamu l1épés alatt
leall, megadva barmely pontnak a pontos projekciojat. Az iteraciok szama mindig kisebb a tér
dimenziéjanal. A bemutatott moddszer jelent6sen noveli a [28] dolgozatban bemutatott
rekurzié hatékonysagat. Ez a modszer hasznos lehet olyan gyakorlati feladatok esetén is,
amelyekben partikuléris izoton projekcios kipokra kell vetiteni. Egy ilyen kip példaul a
monoton nemnegativ kip, amelyre vonatkoz6 projekcié a rekonstrukcios feladatok esetén
kertil el6térbe.

A [35] dolgozatban a szubdudlis hal6kipokat jellemezziik a pozitiv rész leképezés egy
altalanositasanak az izotonitasa segitségével. Az altalanositott pozitiv rész leképezés a
metrikus projekcid segitségével van kifejezve. Tudomasunk szerint ez az els6 ilyen tipusu
jellemzés.

Nevezziink egy generalo zart konvex normalis kupot Hilbert térben réviden kupnak. Ha a
projekci6 egy ilyen kupra vonatkozoan izoton a kup altal értelmezett rendezés szerint, akkor a
kup halokup. Ezeket a kupokat G. Isac és A. B. Németh vizsgalta és alkalmazta el6szor. A
szerzOk az ilyen tipusu kupokat izoton projekciés kupoknak nevezték el. A [34] dolgozatban
megmutatjuk, hogy ha létezik a kupra vonatkozéan egy izoton retrakcio, melynek a



komplementuma hegyes, akkor a kip halokip. A hegyesség egy altalunk bevezetett igen
gyenge feltétel. Egy leképezés akkor hegyes, ha a nulla vektort valtozatlanul hagyja és a
leképezés képe semmilyen nullat6l kiilonb6z6é vektornak nem tartalmazza az ellentettjét. A
dolgozat f6 eredménye jelent6s mértékben altalanositja G. Isac és A. B. Németh azon allitasat,
hogy minden izoton projekcids kiip halokup, és ramutat a tér haldstruktirajanak egy alapvetd
tulajdonsagara.

A [31] konyvfejezetben a skalaris derivaltakra vonatkozé kozépérték tételeket mutatunk be.
Ennek a matematikai eszkoznek a segitségével modszereket dolgozunk ki a nemlinearis
komplementaritasi feladatok nemtrividlis megoldasai létezésének a vizsgalatara.

Egy leképezést izotonnak neveziink, ha monoton névekvo egy cstcsos zart konvex kup altal
értelmezett rendezés szerint. Megtaladlni az 6sszes generald cstcsos zart konvex kuipokat,
melyek teljesitik azt a tulajdonsagot, hogy a rajuk vonatkozé projekcié izoton egy nehéz
feladat, melyet G. Isac és A. B. Németh vizsgalt. Partikularisan kimutattak, hogy az dsszes
ilyen kip halékup. Ezt a feladatot terjesztjiik ki tigy, hogy a projekciét egy kiipra vonatkozé
retrakcioval helyettesitjiik. Bevezetve az éles leképezések fogalmat, kimutatjuk, hogy egy
generalo csucsos zart konvex kup akkor és csakis akkor halokup, ha létezik egy ra vonatkozo
izoton retrakcio, melynek a komplementje éles. Az izoton projekcids kupokat nemlinearis
komplementaritasi feladatok megoldaséara hasznaltuk. A [37] dolgozatnak a mozgatérugoja az
volt, hogy egyesitsilk a nemlinearis komplementaritasi feladatokat és a rendezés szerinti
komplementaritdsi feladatokat egy &ltalanosabb nemlinearis egyensilyi rendszer
fogalomkorébe.

A [38] dolgozatban bevezetjiilk a Banach terekben értelmezett altalanos rendezés szerinti
komplementaritasi feladatokra vonatkozo kivételes elem csalad fogalmat. Kimutatjuk, hogy
ha egy teljesen folytonos leképezés altal értelmezett &ltalanos rendezés szerinti
komplementaritasi feladatnak nincs kivételes elem csaladja, akkor létezik megoldasa. Ugy
véges dimenzidés példakat, mint integral operatorokra vonatkozé alkalmazasokat is
bemutatunk.

A [37] dolgozatunk kiegészitéseként a [43] dolgozatban kimutatjuk, hogy minden generalo
elem csicsos zart konvex kup, melyre létezik egy izoton retrakcié poliéder. Tovabba
jellemezziik az autodualis és szubdualis halokipokat az izotonitas segitségével, és
megprobaljuk kiterjeszteni a Moreau tételét retrakciokra.

A [41] dolgozatban kiterjesztjiik az izoton projekcios kupok fogalmat altalanositott
projekciokra. Kimutatjuk, hogy az 6sszes ilyen kup halokip. Ez onnan kovetkezik, hogy az
altalanositott projekciok a kupra olyan izoton retrakciok a kupra, melyeknek a komplementje
éles leképezés.

Nemlineédris optimalizalasi feladatokkal kapcsolatos elméleti eredmények:

Az [2] dolgozatban a mikrookonomia fogyasztas elméletének feltételes volumenmaximum-
feladatat és az abban szereplé kozvetlen és kozvetett hasznossagi fliggvényeket vizsgaljuk
Marshall-féle keresleti fiiggvény létezése esetén. A lineéris parcidlis differencidlegyenletek
megoldhatosagat  jellemzd  Frobénius  tétel  tovabbfejlesztésével  differencialhatd
pszeudomonoton leképzések integrabilitdsara adunk feltételt és az eredmény kozgazdasagi
kovetkezményeit vizsgaljuk a kinyilvanitott preferenciak témakéorben.



Riemann geometridk strukturalis vizsgalatanak megkeriilhetetlen alapeszkdze a 4-ed rendii
Riemann gorbiileti tenzor, amire példa az altalanos relativitaselmélet, tovabba kiilonb6z6
fizikai és mérnoki modellek. A Riemann gorbiileti tenzor hasznalatanak hatranya, hogy
konkrét problémak esetén szinte Kkivitelezhetetlenek a szamitasok. A metszetgorbiilet
hasznalata helyettesiti a Riemann gorbiileti tenzort, de a konkrét szamitasok tovabbra is
tulsagosan bonyolultak maradnak. A [24] dolgozatban megmutatjuk, hogy egyenlGség
feltételek esetén az indukalt Riemann metrika szerinti metszetgorbiiletek a probléma
fliggvények gradiensei és Hesse matrixai segitségével kiszamolhatok, a minimalis és
maximalis metszetgorbiiletek meghatarozasa pedig Stiefel sokasagon torténd nemlineéaris
optimalizalasra vezet. Az eredmények alapjan konkrét strukturalis vizsgalatok végezhetdk, pl.
megmutatjuk, hogy a Stiefel sokasagok nem konstans gorbiiletliek és ellipszoid esetén a
maximalis metszetgorbiilet aranyos a matrix kondici6szamaval.

A [15] dolgozatban kvadratikus tortfliggvények pszeudolinearitasat, [25]-ben pedig
kvadratikus tortfiiggvények affinitdsat és pszeudolinearis kvadratikus tortfiiggvények
gradiensét jellemezziik.

A Nemlinearis optimalizalas cim{ anyag [11] a Budapesti Corvinus Egyetem
gazdasagmatematikai elemz6 kdzgazdasz hallgatok részére késziilt. A jegyzet szakit azzal az
altalanos gyakorlattal, hogy az anyag targyalasa modszertani szempont alapjan torténik,
inkabb a gyakorlati alkalmazasok lehet6ségét szem el6tt tartva, a modellezésre helyezi a f6
hangsulyt.

Nemlineédris optimalizalasi feladatok megoldasaval kapcsolatos mddszertani és
implementaciés eredmények:

A kvadratikus optimalizalas fontos feladatosztaly az operaciokutatasban, mert a szekvencialis
kvadratikus programozas a nemlinearis optimalizalas alapvet6 modszertani megkdzelitését
adja. A [7] dolgozatban azt vizsgaljuk, hogyan viselkedik strukturalisan a nemszeparabilis
kvadratikus feladatok ritkdssaga bels6 pontos algoritmusokban. Megmutatjuk, hogy a lineéris
programozasra kifejlesztett ritkassagot kezel6 heurisztikak hogyan vihet6ek at a kvadratikus
programozas esetére belsé pontos algoritmusokban. A modszereink hasznossagat numerikus
példakon keresztiil igazoljuk.

A belsé pontos moddszerek iteracidi kozben nagyméretli, szimmetrikus indefinit rendszerek
megoldasat kell meghataroznunk, amit a gyakorlatban Cholesky-szerli szimmetrikus
dekompozicioval oldunk meg. A szamitasok miiveletigényét nagyban befolyasolja specialis
ritkdssagi struktirdk felismerése. A [13] dolgozat egy 1j modszert ismertet annak
detektalasara, ha a normal egyenletrendszer hasznalata nagymértéki feltdlt6déshez vezet. Az
algoritmus pontosan és hatékonyan meghatarozza azokat a valtozokat, amelyek oszlopai a
feltoltédésért felelosek. Az ilyen oszlopok levalasztasa és kiilon kezelése altal a hatékonysag
lényegesen novelhetd, amit numerikus kisérleteken keresztiil igazolunk.

A [23] dolgozat a bels6 pontos algoritmusok direkt linearis algebrai modszereinek numerikus
viselkedését vizsgalja. Bemutatjuk, hogy a véges pontossagu aritmetika milyen korlatokat
szab az algoritmusoknak, illetve, hogy milyen tulajdonsagu feladatok esetében lépnek fel ezek
a korlatok. Bemutatunk egy regularizacios eljarast, melynek bizonyitjuk konvergenciajat
bizonyos feltételek mellett. Bemutatjuk, hogy az eljaras viselkedése relaxacios technikakkal
tovabb javithat6. Numerikus kisérletekkel bizonyitjuk, hogy a leirt médszerekkel a belsd



pontos algoritmusok szamara numerikusan nehezen kezelhet6 eseteket is sikeresen meg lehet
oldani a gyakorlatban.

A szamitastechnika jelenleg egyik f6 irdnya a parhuzamos miikodésii eszk6zok fejlesztése. Az
ilyen kornyezetben megfigyelhetd, hogy az adatforgalom valik a sziik keresztmetszetté, nem
pedig az aritmetikai miiveletek végzése. Uj blokkolasi sémat fejlesztettiink ki a belsé pontos
algoritmusoknal el6fordul6 szimmetrikus matrixok faktorizacigjahoz, mely a tobbmagos és a
hierarchikus memoriastruktiraju architektirakat egyarant hatékonyan kihasznaljak. A
modszert sikeresen teszteltiik dual-core architektiraja hardver kérnyezetben [33].

Specialis technikakat fejlesztettiink tovabb konvex kvadratikus feltételek kezeléséhez belsd
pontos algoritmusokkal. Uj médszereket dolgoztunk ki a ritkds tulajdonsagd, nagymeéretii
feladatok kezelésére, melyekkel néhany gyakorlatban gyakran el6fordulé struktiraju feladat
megoldasa lényegesen hatékonnya valt. A bels6 pontos algoritmus numerikus robusztussagat
egy Uj adaptiv skalazasi modszerrel javitottuk. A szamitasi kisérletek biztatd6 eredményeket
hoztak [32,42].

Nemlineédris optimalizalds alkalmazdsa dontési feladatok megoldasanal:

A tobbszemponti dontési modszerekben fontos szerepet jatszanak a paros 0sszehasonlitasi
matrixok a dontési szempontokhoz rendelt fontossagi sulyok meghatarozasanal. A [16]
dolgozat a paros Osszehasonlitds matrixokra megfogalmazott legkisebb négyzetes kozelités
problémajanak megoldasat mutatja be. A kapcsolodo célfiiggvény nemlinearitasa és
nemkonvexsége miatt altaldban tébb optimum létezik. A globdlis optimalizalasi feladat
visszavezethet6 egy tobbvaltozos polinomrendszer dsszes pozitiv gydokének megkeresésére,
amely feladatra a homotépidas algoritmus alkalmazhaté 8x8-as matrixméretig.

A [19] dolgozat is a paros 6sszehasonlitasi matrixok konzisztens matrixokkal valo
kozelitésével foglalkozik a legkisebb négyzetek értelmében. A klasszikus logaritmusos
transzformacié alkalmazasaval atirjuk a feladatot egy specidlis egyvaltozds fiiggvényen
alapul6 szeparabilis programozasi feladat alakjara. Elégséges feltételeket adunk a célfiiggvény
konvexitasara vonatkozdan, ilyen esetben a feladat lokalis keres6 technikakkal is megoldhato.
Az altalanos esetre egy korlatozas és szétvalasztas modszert javaslunk.

A paros 06sszehasonlitds matrixokra vonatkozo kérdések koziil szamos cikk foglalkozik a
sulyok kiszamitasanak problémajaval, de lényegesen kevesebb vizsgalja az inkonzisztencia
mérésének és detektalasanak kérdéseit. A [17] dolgozatban a Saaty altal bevezetett, a reciprok
matrix dominans sajatértékébdl szarmaztatott CR inkonzisztencia-mérészamra vonatkozo
vizsgalatainkat Osszegezziik, és a Koczkodaj altal javasolt alternativ mérési lehetGségeket
(CM és GD) mutatjuk be. Ez utobbiak lényeges tulajdonsaga, hogy a matrix elemeibdl
kozvetleniil felirhaték.

A sajatvektor modszert kiterjesztettik a nem teljesen kitoltott paros 0sszehasonlitas
matrixokra, igy a korabbinal 1ényegesen kevesebb szamu 6sszehasonlitasbol is lehetové valik
a dontéshozoi preferencidk feltérképezése és szamszer(isitése. Megmutattuk, hogy a nem
teljesen kitoltott paros Osszehasonlitds matrix graf-reprezentacidjaban az 6sszefiiggdség
sziikséges és elégséges feltételt ad a kapcsolédd sajatérték-optimalizalasi feladat
megoldasanak egyértelmiiségére [26, 29].



A paros osszehasonlitds matrixok egy tdjonnan definidlt inkonzisztencia-mérdszama azon
elemek minimalis szama, amelyek megvaltoztatasaval a matrix konzisztenssé tehetd.
Jellemeztiik az 1, 2 ill. 3 elem megvaltoztatasaval konzisztenssé teheté matrixokat és a valos
dontési problémakbdl szarmazo tapasztalati matrixokbdl all6 mintaban megvizsgaltuk az
egyes tipusok el6fordulasi gyakorisagat [40].

A paros 0Osszehasonlitds matrixokra vonatkoz6 legkisebb négyzetes feladat megoldasara
adtunk egy lokalis keres6 algoritmust [39]. Az irodalomban leggyakrabban alkalmazott 1-9-es
skalanal szlikebb skalat javasoltunk paros dsszehasonlitasokra, ezt a valtoztatast matematikai
és gyakorlati szempontbol is megindokoltuk [30].

Nemlinedris optimalizalds alkalmazdsa tovabbi feladatok megoldasanal:

A [18] dolgozatban matematikai programozasi eszk6zok alkalmazasaval az L-Nash megoldas
egzakt és aszimptotikus alkujatékok Nash egyensilypontjaként valo eldallitasat mutatjuk meg
kétszemélyes jatékok esetében.

Az ortonormalitasi feltételek melletti optimalizalas feladatat d.c. (difference of convex)
programozasi feladat alakjara irtuk at, kihasznalva a szerepld fiiggvények két konvex
fliggvény kiilonbségeként valé kezelhetdségét. A d.c. programozasi feladat megoldasara egy
korlatozas és szétvalasztas alapi modszert alkalmaztunk [27].



