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Kutatasi Jelentés (OTKA 60422 )

1. Célkitiizés:

A kutatds az instabilitds lefolyasanak nemlineéris vizsgalatat alapul véve a modellezés
kérdésére koncentralt. Ugyan a vizsgalatot altalaban a véges elem modszerrel numerikusan
végzik, ennek sordn azonban gyakran felmeriil az a probléma, hogy a szamitott eredmények
fliggenek a felvett elemek méreteitdl. A probléma okat abban taldltuk meg, hogy a
kontinuumot leiré egyenletrendszerek szingularis tulajdonsdgokat mutatnak. Abban az
esetben viszont, hogyha a kontinuumot nemlineédris dinamikai rendszernek tekintve a
lokalizécio jelensége statikus bifurkacionak értelmezziik, lehetdéség van a bifurkacidelmélet
modszereit felhasznalo vizsgdlatdra. Ez a megkozelités eldnyds, mert az analitikus modszer
lehetdvé teszi a szingularis viselkedés okanak megtalalasat, illetve a jelenségrdl alkotott
modell pontositasat.

A kutatés fontosabb eredményei két témaban jelentkeztek:

e Portevin-Le Chatelier hatas értelmezése

e gradiens(-fliggd) anyagmodellek vizsgalata
2. A Portevin-Le Chatelier hatas uj értelmezése

A Portevin-Le Chatelier (PLC) hatds uj, a dinamikai rendszerek elméletének
felhasznalasaval torténd értelmezését adtuk meg. Ezt az eredményt nemzetkdzi konferencian
(AEPA, Nagoya) el6adtuk. Nemzetkozi folyoiratban publikaltuk, illetve publikacidja
folyamatban van. Az alabbiakban 6sszefoglaljuk a teriileten végzett vizsgalataink 1ényegét.
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1. abra: Tipikus szakitogorbe PLC hatas esetén



Az 1920-as években publikalt dolgozataikban [PORTEVIN & LE CHATELIER, 1923] a szerzék
leirtak, hogy bizonyos aluminiumoétvozetek szakitovizsgalatanal egyes esetekben Ongerjesztett
rezgés 1épett fel, egyenletes huzas mellett a szakitodiagramként az . dabrahoz hasonld nem
sima fliggvény adodott.

Azt is megfigyelték, hogy az emlitett oszcillacids jelenség akkor Iépett fel, amikora v =¢&
alakvaltozasi sebesség novekedése a fesziiltség csokkenését eredményezte (az 4 és B pontok
kozott a 2. abran).

2. dbra. A 0 = O'(é) gorbe a PLC hatas esetén

A jelenség magyardzataval, illetve kisérleti vizsgdlatdval a szakirodalom kiterjedten
foglalkozik [KUBIN & ESTRIN, 1985], [Rizzi & HAHNER, 2004]. Egykristily esetén a
mikrostruktirdkra alapozott magyarazatot ad a diszlokaciok mozgaséra épiild ’dynamic strain
ageing” elmélet [MCCORMICK, 1988], [FRESSENGEAS ET AL., 2005].

PORTEVIN-LE CHATELIER hatast (PLC) dinamikus anyagi instabilitasként fogjuk értelmezni.

crer

vett stabilitisat fogjuk tekinteni. Azt mondjuk tehat, hogy S° allapotban az anyag stabil, ha
annak tetszélegesen kis kornyezetében marad elegendden kicsiny perturbacid6 mellett.
Nyilvanval6 tehat, hogy a kis perturbaciok megengedik a vizsgalat lesziikitését a kis
alakvaltozas esetére.

2.1 Az alapegyenletek

Miként a legtobb kontinuum mechanikai munkaban, az elsé 1épés az alapegyenletek
felirasa. Ezeket a kis alakvaltozasok elméletének megfelelden irjuk fel:

(c}lm = vlm (1)



kinematikai egyenlet, a

PV; =04 (2)
Ojk =%y
Cauchy-féle mozgésegyenletek, valamint a
_ 2
Ok = Kjl'klmglm +K JkimEim 3)

konstitutiv egyenlet. Az (1), (2), (3) egyenletekben a szokasos jeloléseket alkalmaztuk:

& - alakvaltozasi tenzor, vy - alakvaltozasi sebesség,

. r 1 2 J . o I3
o, - fesziltsegtenzor, K jjim» K = 32 anyagtol fiiggd allando,
v, - sebességmezo, i,j,k,l,m,... - indexek, értékik 1,2,3.

A konstitutiv egyenlet allandoi a

| 1
K :E(Kjklm + Kjkml) e Kiym = E(L jkim T L jkml)' “4)

alakban is felirhatok. Igy a (4) képletekben szerepld K ,, , L., konstansok felhasznalaséval

Jkim > = jkim

a sebességmezon két differencialoperator definidlhat6, ezek a

A o’
K,v,:=K, ——v,
g 7 ox,, 0, )
R o?
Vi =L, ——V,.
’ M Ox, Ox,
Legyen a vizsgalt S° allapot a
0 &, v (©)
értekekkel adott. Tetszdleges kis perturbaciok alkalmazasaval
_ 0
O'k = O'k + AUk B
&k :82 + Ay, (7)
Vi = V/? + A\/‘k .
Az (1), (2), (3) és (5) képletekbdl a
pyv; = [%jkvk +l’:jk‘>k (®)

operatoregyenlet kovetkezik. Ha a (7)-nek megfelelden beirjuk a perturbacidkat a
o0 + 45, )= R o (o + vy )+ £, 60 + 4, )
adodik. Mivel (6) kielégiti az (1), (2), (3) egyenleteket,
) >0 7

— -0
pv;, =K,v, +L,v,

trividlisan fennall. gy a perturbaciokra a



egyenlet adodik. Vezessiik be az

b}I Yo Vs Vs Vs yé]:[Avl Avy,  Avy  Av, Ay, A‘)3]

Uj valtozokbdl alkotott vektort. Ezzel e (9) egyenlet alakja

Vi = Viszs
) 1 (=~ A (10)
yj+3:;(Kjkyk +ijyk+3)

egy dinamikai rendszert definiall a homogén peremfeltételnek megfeleld perturbalo
sebességmezon. A (10) karakterisztikus egyenlete

ﬂvyk = Vi3>

1/~ R (11)
/?vyj+3=;(Kij’k +ijyk+3)

Mivel (11) egy parcialis differencidlegyenlet-rendszer, amelyet homogén peremfeltételek
mellett kell megoldani, az analitikus vizsgalat altalanos esetben nem folytathato le. Két
alapvetd egyszerisitési lehetdség adodik. Megtehetd specidlis perturbaciok alkalmazéasaval
(11) algebrai egyenletekké alakitasa, illetve korlatozhat6 a vizsgalat egytengelyli esetre.

2.2 A stabilitési feltételek

Az egytengelyli esetben egy /, méretli kontinuumot vizsgalunk. Ekkor a (11) egyenlet igy
alakul
Ay =V
Ky @3, Ly 07y,

2 2

p ox; p Ox

Ay, =

illetve y, -et az elsébdl a masodik egyenletbe helyettesitve

_K1111 azyl _ALllll azyl 0.
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A (10) differencialegyenlethez tartoz6 homogén peremfeltétel
yl(O): y4(0): yl(lo): y4(lo): 0.
Ennek megfelelden a sajatfiiggvények az
(%)= Cexpliax) (13)
alakban kereshetoek. Ha (13)-at a (12)-be behelyettesitjiik, akkor a



12 _i_ijllll a2+K1111 aZ :O (14)

p p

egyenletet kapjuk a A sajatértékekre. A peremfeltételekbol

0= A(t)cos(0)+ B(t)sin(0),

0= A(t)cos(ozl0 )+ B(t)sin(ozl0 )
adodik, ebbdl pedig az

o, =— (15)

kovetkezik. Ljapunov indirekt modszere szerint az S° 4llapot stabilitisa a (14) egyenlet A
megoldasainak valos részétdl fiigg. A (14) és a (15) képletekbodl A kifejezhetd

PR —ba; £4b*a;} —4aa; (16)
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ahol az
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p és bz% (17)

a

egyszerusito jeloléseket alkalmaztuk.

A dinamikai rendszerek elméletébdl adodo stabilitasi esetek a kovetkezok: az S° allapot

- stabil, ha minden sajatértékre Rel; <0,
- instabil, ha 1étezik legalabb egy olyan /A, sajatérték, amelyre Rel, >0,
- a stabilitas hataran van, ha létezik legalabb egy A kritikus
sajatérték, amelyre Rek. =0,
tovabba minden mas (j # c) sajatértékre Rel; <0.

2.3 A stabilitasvesztés tipusai

A stabilitdsi hatar, és ennek megfelelden a stabilitdsvesztés, két tipusa kiilonithetd el. Az
egyik esetben (SB — statikus bifurkacid) a stabilitasi hataron mind a valds, mind a képzetes

rész nulla:
(SB): Rei, =0, ImA, =0.

A masik lehetdség (DB — dinamikus bifurkécio) az, amikor a kritikus sajatérték képzetes
része nem nulla:

(DB): Re4, =0, ImA, #0.



Vizsgaljuk meg, hogy a targyalt egytengelyli esetben melyek az egyes stabilitasvesztési
tipusok feltételei. A (16) egyenletbdl az SB sziikséges feltétele

—ba; £+/b’a; —4aa; =0 (18)

vagyis (17) felhasznaldsaval
Ky, =0,

ami a klasszikus lokalizacios feltétellel azonos.

A DB sziikséges feltétele pedig az
Ly, =0.

Vizsgaljuk most meg a (18) baloldalan all6 gyok alatti
b’a; —4aa; (19)

kifejezést. Hogyha a (15) és a (17) képleteket behelyettesitjiik (19)-be a k=1 elsd kritikus

sajatértékhez tartozo esetben
7Y z\’
2 2
Ly (Z_o) _4K1111(l_0j =0,

2
1 (=x
Klmzz(l_o] L?m (20)

azaz

adodik.

A (20) gorbét, a stabil tartomanyt, illetve a stabilitasi hatarokat a 3. dbran rajzoltuk meg.
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3. abra. Stabilitasi terkep

Itt jol latszik, hogy oOngerjesztett rezgés mellett fellépd instabil viselkedés az L, <0
esetben varhatd. Amikor L;,,, > 0, lehetséges rezgés, de ez csillapodd tranziens jellegli. A két
eset kozotti atmenet pedig éppen az L,,,, =0 dinamikus bifurkacios feltétel. Ez megegyezik

azokkal a feltételekkel, amelyeknél a PLC jelenség fellép, azaz a két jelenség azonosnak
tekinthetd.



2.4 Osszefoglalas, a tovabbi kutatas irdnya

A Portevin-Le Chatlier hatds vizsgalatiban megismertiik a szakirodalom két eltérd
megkdzelitési modjat. Az elsé (makroszkopikus) targyalasmod nagyban hasonlit az altalunk a
fentiekben leirt, a dinamikai rendszerek elméletére alapozott vizsgalathoz. Emellett azonban
ismert a ,,dynamic strain ageing” névvel jelzett, a diszlokaciok mozgasara épitett magyarazat.
Eddigi kutatasaink arra vezettek, hogy hasznos volna valamiféle egyesités, illetve a két
elmélet Osszevetése. Kutatdsainkat  kiegészitettik termodinanikai  megfontolasok
figyelembevételével, felvet6dott a masodik fotétel és a negativ rate-dependence jelenség
viszonya, illetve az az igény, hogy a kapcsolatot részletesen ki kell vizsgalni.

3. Gradiens anyagmodellek vizsgalata

A kutatds masik része a gradiens(-fiiggd) anyagmodellek vizsgalata. Az ilyen anyagokat
alkalmaztunk az erek egyszeri biomechanikai modellezéseiben egyfajta mechanikai
megokolasat adva a belgyogyaszati, illetve szemészeti szakorvosi gyakorlatban alapvetd
szemfenéki érvizsgalatanak.

Kutatasaink fontos eredménye a dinamikai rendszerek stabilitdsi kritériumainak a
variacids elvekhez kapcsolhatdé alkalmazasi lehetdségeinek vizsgalata. Ezen a teriileten a
szilard kontinuumok feltételes variacios elv felhasznaldsaval torténd modellezésére adtunk
példat az anyag stabilitasanak feltételezése mellett (pl. Drucker posztulatum). Az
anyagmodellezésben egyszerre szerepeltetjiik a feltételes Lagrange derivaltat és (a dinamikai
rendszerek korében hasznalt) Ljapunov stabilitas feltételét. Az alkalmazott modszer 1épései
hasonloak a 2.1-2.3 részekben leirtakhoz, természetesen a kontinuum alapegyenleteit meg
kellett valtoztatni, tovabba felhasznaljuk a feltételes Lagrange egyenletnek a [BEDA & BEDA,
2007], illetve [BEDA & BEDA, 2008] szerinti értelmezését.

Az elért eredmények a képlékeny keményedés (plastic hardening) és a (Ljapunov)
stabilitas Osszefliggésére vonatkoztak, megmutatjak, hogy miként kell a konstitutiv egyenletet
egy stabil és a Drucker posztulatumot teljesitd anyag esetén felirni, azaz milyen alakban
kereshetOk a gradiens anyagot modellezd egyenletek. Megjegyzziik, hogy az ebben a téméban
elért eredmények publikdlasa még folyik, tobb kiilfoldon publikacidra benyujtott cikk all
biralat alatt.
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