OTKA K60148 szakmai zarojelentés

(2006-2009)

A kutatési tervnek megfelelden a kdvetkezd témakorokben sziilettek j eredmények:
varietasok, halok, félcsoportosztalyok, klonok.

Varietasok

[M1] és [M9] cikkekben azt vizsgaltuk, hogy egy adott véges algebrarol eldonthetd-e, hogy
rendelkezik tobbségi kifejezésfiiggvénnyel. [M1]-ben megmutattuk, hogy a probléma
eldonthetetlen, ha olyan kifejezésmiveletet keresiink, amely tobbségi fiiggvényként
viselkedik az alaphalmaz egy rogzitett részhalmazan. [M2]-ben viszont megmutattuk, hogy az
eredeti probléma eldonthetd, ami nagy meglepetést okozott. Megjegyezziik, hogy a masodik
cikkben Kkifejlesztett modszert mas kutatoknak sikeriilt alkalmazni az ugynevezett él-
kifejezéstiiggvény  (illetve  parallelogramma-kifejezés) eldonthetdségére, illetve a
problémanak a véges relacios struktardkra vonatkozo6 analdgjat is nemrég bizonyitottak.

[M2], [M4], [M6] ¢és [MS8] cikkek a kényszer-kielégithetdségi problémaval foglalkoznak.
[M2]-ben bevezettik a gyenge tobbségi fliggvény fogalmat, majd ezek segitségével
jellemeztiink két nagyon fontos lokalisan véges varietdsosztalyt, a nem-trividlis idempotens
Malcev-feltételt teljesitoket, illetve a kongruencia-metszet-féligdisztributiv algebrakat
tartalmazokat. Eredményiinket felhaszndlva mas kutatok egy ennél erdsebb jellemzést is
adtak, ugynevezett ciklikus kifejezésfiiggvények 1étezésével. Ehhez az eredményhez vezeto tt
egyik 1épcsdje volt az [M4] cikk. [M6] és [M8] cikkekben a kényszer-kielégithetoségi
probléma bizonyos részeseteire vonatkozd dichotdémia tételeket bizonyitottunk.

[Z2]-ben egy Feder és Vardi altal bevezetett kényszer-kielégithetdségi problémaosztaly
algebrai jellemzését adtuk. Eredményiinket kombinalva Barto és Kozik korlatos szélességii
problémakra vonatkozé jellemzésével pozitiv valaszt adtunk Feder és Vardi egy korabbi
sejtésére. [Z3]-ban a kényszer-kielégithetdségi problémara vonatkozd, algebrai ¢és
grafelméleti alkalmazéasat adtuk. [Z1] és [Z5] cikkekben véges algebrak feletti polinom-
egyenletrendszerek megoldhatosdganak bonyolultsagat vizsgaltuk a kényszer-kielégithetdségi
probléma segitségével. Nagyon altalanos algebraosztalyok, pl. Hobby-McKenzie 1-es tipussal
nem rendelkezd algebrak esetén kaptunk dichotomia tételt polinom-egyenletrendszerek
megoldhatosagara.

Algebrak egy széles osztalyaban, amely tartalmazza a csoportokat, gytriiket, halokat, stb. --
nevezetesen azon algebrak osztdlyaban, amelyek k-parallelogramma-kifejezéssel
rendelkeznek valamely k-ra -- strukturatételt adtunk az algebrak hatvanyainak részalgebraira,
¢s bebizonyitottuk, hogy ebben az osztalyban a rezidudlisan kicsi varietast generald véges
algebrak mindegyikének klonjat meghatarozzak az algebra m-valtozds relacioi, ahol m csak
k-t61 és az alaphalmaz nagysagatol fiiggd konstans [Sz3]. Az utobbi allitdshoz hasonlod tételt
igazoltunk véges 2-nilpotens csoportokra is (az alaphalmaztdl fiiggetleniill m=4-gyel), bar
azok altaldban nem generalnak rezidualisan kicsi varietast [Sz1].



[M3] ¢és [MS5] cikkekben kvazivarietasok tulajdonsagaival foglalkoztunk. [M3]-ban
megmutattuk, hogy minden végesen generalt, relativ kongruencia-metszet-féligdisztributiv
kvazivarietas véges azonossagbazissal rendelkezik. Ez Ross Willard varietdsokra vonatkozo
véges azonossagbazis tételét altalanositja kvazivarietasokra. [M5]-ben az automorfizmussal
bovitett félhalok kvazivarietdsanak minimalis részkvazivarietasait jellemeztiik. Ezen témahoz
kapcsolodik [M7], amelyben félhalok endomorfizmus-félgytirtijét vizsgaltuk.

Tobbféleképpen lehet egy adott kétvaltozoés miivelet asszociativitdsat (pontosabban az
asszociativitastol valo tavolsagat) mérni: meghatarozhatjuk, hogy hany nem-asszociativ
harmas 1étezik, vagy megszamolhatjuk, hogy legalabb hany helyen kell a miivelettablazatat
modositani, hogy asszociativva valjon. Az asszociativ spektrum egy ezekhez hasonlo
»asszociativitasi mérték”, amely azonban nem egyetlen szdm, hanem egy sorozat, és kevésbé
kombinatorikai, hanem inkabb algebrai jellegli, hiszen bizonyos specidlis azonossagok
segitségével van definidlva. Megvizsgaltuk, hogy az ilyen tipusu azonossagok esetében
hogyan irhato le a kovetkezményfogalom az azonossagok logikajanak Birkhoff-féle teljességi
tételével analog moédon [W2]. Ezen jellemzés segitségével sikeriilt pozitiv valaszt adnunk egy
az asszociativ spektrumra vonatkozo6 korabban felvetett kérdésre: megmutattuk, hogy barmely
k-ra létezik olyan grupoid, amelynek asszociativ spektruma k-adfoka polinom.
Bebizonyitottuk tovabba, hogy kontinuum sok olyan sorozat van, amely eléall valamilyen
grupoid asszociativ spektrumaként. Ebbdl rogton kovetkezik, hogy vannak olyan sorozatok,
amelyek csak végtelen grupoidokon realizalhatok asszociativ spektrumként.

Halok

[CO1] szerint tetszOleges nem-trividlis idempotens Malcev-feltétel esetén egy algebra 2-
uniform kongruenciai felcserélhetdek. Ennek igazoldsa egy ujfajta lezardsi operatoron mulik,
amelyet [C07], [CO8] és [CO02] is vizsgal. Kideriilt, hogy ez az operator nemcsak az
alkalmazasok terén érdekes, hanem a matematika szamos teriiletén felvethetd az a kérdés,
hogy mikor egyezik meg a Galois-lezarassal; részbenrendezett halmazok esetén a pontos
valaszt [C02] adta meg.

Igazolést nyert [C03]-ban, hogy véges csoportok Dedekind-tulajdonséaga jellemezhetd azzal,
hogy a diagondlis relacid egyesités-féligdisztributiv a gyenge kongruenciak halojaban.
Ugyanez specialis esetként adodik a [C16]-ben kifejlesztett haloelméleti-kategdriaelméleti
apparatusbol is.

A fraktalhalok [CO04]-ben megkezdett vizsgéalata a minimalis halékonvexitasokrol nyujt
informaciot. [CO5] a modularis fraktalhalokrol és a Neumann-keretek ott definialt szorzatarol
mond ujat, és végiil [C22]-ben igazolast nyert, hogy a szorzatkeret koordinatagytiriije
matrixgylriiként nyerhetd.

A héloelméletet két kombinatorikai kérdés kapcsan is sikeriilt alkalmazni; egyrészt a szigetek
Osszeszadmlalasara [C06], masrészt az atlagolt Frankl-sejtéssel kapcsolatban: [C09], [C11]. A
[C11]-beli kombinatorikai eredményt véges sok véges lanc direkt szorzatara altalanositva
szdmjegyOsszeg sorozatok egy érdekes tulajdonsidga adodott [C19]-ben. A szigetekkel
ben véges disztributiv halé tovabbi részhalmazairdl mutattuk meg, hogy elemszamuk azonos.
[C10]-ben 1j struktaratételt adtunk a véges féligmoduléaris halokra, és ezt [C13]-ban
féligmodularis halokra alkalmaztuk a Frankl-sejtéssel kapcsolatban.



[C15] tobbek kozott a szabad halok egy ismert tulajdonsagéara nyujt uj, elemi bizonyitast.
[C17]-ben azonossagok konstrualasaval lattuk be, hogy a véges planaris modularis halok altal
generalt halovarietdsnak kontinuum sok részvarietdsa van. [C18]-ban — Gritzer Gyorgy ¢és
Kiss Emil huszonkét éves eredményébdl a hald végességének feltételét gyengitve — igazoltuk,
hogy minden véges hosszusagu féligmodularis halé fedésérzden bedgyazhatd egy geometriai
haloba. [C20]-ban igazoltuk, hogy minden véges disztributiv halé reprezentalhaté egy olyan
véges féligmodularis halé kongruenciahdlojaként, amelyben J(L) legfeljebb kételemii lancok
kardinalis 0sszege. [C21]-ben a korabban hasznalt két funktor helyett egyetlen funktorral
sikeriilt leirni halok Graczynska-féle 0sszegét.

Egy F véges test feletti n-dimenzids vektortér L altérhaldjara, ahol n>2, korabban Herrmann
¢s Wille bizonyitottak, hogy ha F primtest, akkor L négy elem altal generalt hald. [Z3]-ban
belattuk, hogy ha F nem primtest, akkor L négy elem altal nem, de 6t elem altal mar
generalhato.

Félcsoportosztalyok

Struktaratételeket bizonyitottunk a regularis félcsoportok elméletében alapvetd szerepet jatszo
ortodox, illetve lokalisan inverz félcsoportok korében. Megmutattuk [BS1]-ben, hogy minden
E-tomor lokalisan inverz S félcsoport bedgyazhaté valamely teljesen egyszeri C
félcsoportnak inverz félcsoporttal vett lambda-szemidirekt szorzataba, mégpedig ugy, hogy ha
S legkisebb inverz kongruencidjanak magjadban minden részcsoport valamely V
csoportvarietasbol keriil ki, akkor C is valaszthatd ugy, hogy részcsoportjai V-beliek. Ez
altalanositja Billhardt és Szittyai egy korabbi eredményét.

A majdnem faktorizadlhaté inverz félcsoportok fogalmat Lawson vezette be, mint a
faktorizalhatd inverz monoidok félcsoport-megfeleldjét, €és igazolta, hogy az inverz
félcsoportok strukturaclméletében ezek és az E-unitér inverz félcsoportok ,.,egymassal dudlis
szerepet jatszanak”. Ortodox félcsoportokra Hartmann terjesztette ki ezeket az eredményeket,
¢s kideriilt, hogy a majdnem faktorizalhatdo ortodox félcsoportok kevésbé szabalyosan
viselkednek, mint a majdnem faktorizalhaté inverz félcsoportok. [BS3]-ban megvizsgaltuk,
hogy hogyan lehet altalanositani ortodox félcsoportokra azt az inverz félcsoportok
elméletében alapvetd strukturatételt, mely szerint egy inverz félcsoport pontosan akkor E-
unitér és majdnem faktorizalhatd, ha izomorf egy félhalo csoporttal vett szemidirekt
szorzataval. Tovabba jellemeztiik azokat az E-unitér majdnem faktorizalhaté ortodox
félcsoportokat, amelyek izomorfak egy koteg csoporttal vett szemidirekt szorzataval.

A lokalisan inverz félcsoportok egy részosztalyara Dombi terjesztette ki Lawson eredményeit.
[BS4]-ben bevezetjiik a majdnem faktorizalhatésag fogalmat az 0Osszes lokalisan inverz
félcsoportok osztalydban. Ilyen altalanossédgban ,,nem miikodik” az emlitett részosztalyokban
alkalmazott definiciok megfeleldje, 0j megkozelités sziikséges. A kapott fogalom azonban jol
illeszkedik a lokalisan inverz félcsoportok struktiraclméletébe, u.i. bebizonyitottuk, hogy az
igy definialt majdnem faktorizalhat6 lokalisan inverz félcsoportok és a gyengén E-unitér
lokalisan inverz félcsoportok ,,egymassal dualis szerepet jatszanak”.

Klénok
Tanulmanyoztuk a véges alaphalmazon ¢értelmezett klonok héaléinak monadikus

intervallumait. Ezek olyan intervallumok, melyek legkisebb eleme az alaphalmaz egy
transzformacio-monoidja altal generalt klon, legnagyobb eleme pedig a legnagyobb olyan



klon, amely egyvaltozds része éppen az adott monoid. [D1]-ben sziikséges és elegendd
feltételt adtunk arra, hogy a teljes transzformdci6 monoid bizonyos maximalis inverz
részmonoidjai mikor hataroznak meg egyelemii monadikus intervallumot. [D2]-ben a
monadikus intervallumok méretére, végességére vonatkozd vizsgalatokat folytattunk, a
haromelemi{i halmazon példdul megadtunk olyan monoidot, melyhez hatelemii monadikus
intervallum tartozik.

A félcsoportokra ismert R Green-relacid, ill. a Boole-fliggvények elméletében hasznalt minor
fogalom altaldnositasa a tetszéleges C klonra relativizalt R(C) ekvivalenciarelacio, amely
akkor all fenn két C alaphalmazan értelmezett miivelet kozott, ha azok C-beli miiveleteket
beléjiik helyettesitve megkaphatok egymasbol. Véges alaphalmazon meglepden érdekes F
filtert alkotnak a klonhaloban azok a C klonok, amelyekre R(C)-nek csak véges sok osztalya
van. [SZ2]-ben megmutattuk, hogy F tartalmazza az 6sszes diszkriminator-klont, [SZ4]-ben
meghataroztuk az F-be tartoz6 maximalis klonokat és F alapvetd struktardjat, [SZ5]-ben pedig
leirtuk az F-beli szubmaximalis klénokat haromelemi alaphalmaz esetén.

Egy algebra fontos kisérdstrukturdja kifejezésfiiggvényei klonjanak centralizatora, azaz a
miiveleteivel felcserélhetd miiveletek halmaza. Véges halmazon a klonok centralizatorai
éppen a primitiv pozitiv klonok, azaz azok a klonok, melyek primitiv pozitiv formulakkal valo
definialhatdsagra zartak. [SL1]-ben meghataroztuk a véges, egyszerii és idempotens algebrak
klonjanak és a kongruencia disztributiv varietast generald véges algebrak polinomfiliggvényei
klénjanak centralizatorat. Az utobbiak éppen a diagondlis algebrak klonjai, az eldbbiek pedig
olyan klonok, melyek egyrészt a vektorterek polinomfiiggvényei halmazaként adddnak,
masrészt melyeket permuticiok és konstans miiveletek generdlnak. Emellett leirtuk azon
véges, egyszertl és nem erdsen Abel-féle algebrakat is, melyek polinomfiiggvényeinek klonja
primitiv pozitiv. Ha egy ilyen algebra nem affin, akkor vagy fliggvényteljes, vagy pontosan
azok a miveletek a polinomfiiggvényei, melyek egy adott félhaldo miivelettel felcserélhetok.
Az er@sen Abel-féle algebrakra vonatkozdan részeredményeket kaptunk.

A minimalis klénokra vonatkoz6 korabban bizonyitott tételek és példak azt a sejtést sugalltak,
hogy minden tobbségi fliggvény altal generalt minimalis klon ,nagyon hasonlit” egy
konzervativ tobbségi fiiggvény altal generalt minimalis klonra (azaz a klonok haromvaltozos
részei, mint Menger-algebrak, izomorfak egymassal). Ezt a sejtést vizsgalva leirtuk a
legfeljebb 4 tobbségi fliggvényt tartalmazé minimalis klonokat [W1]. Kideriilt, hogy nincs
olyan minimalis klon, amelyben pontosan 2 vagy 4 tobbségi fiiggvény van; 1 illetve 3
tobbségi fliggvényt tartalmazé minimalis klonbol pedig csak egy-egy van a klon
haromvaltozos részének izomorfidja erejéig. A bizonyitds egyik lépéseként igazoltuk azt az
onmagéban is érdekes tényt, hogy ha egy minimalis klénban véges sok tobbségi fiiggvény
tobbségi fliggvényt tartalmaz. Legujabb vizsgélataink azonban megcafoltak a fent emlitett
sejtést: taldltunk olyan tobbségi minimalis klonokat (6t-, illetve hatelemii alaphalmazon),
amelyek 26, illetve 78 tobbségi fliggvényt tartalmaznak [W4]. Bebizonyitottuk tovabba, hogy
amennyiben létezik olyan minimalis klon, amelyben n tobbségi fliggvény van, és ezek koziil
legaldbb egy ciklikusan szimmetrikus, akkor 1étezik olyan minimalis klon is, amelyben 3n
tobbségi fiiggvény van.

Tobben vizsgaltak olyan, a klonoknal altalanosabb Boole-fiiggvény-osztalyokat, amelyek nem
feltétleniil zartak a kompozicidra, de zartak a valtozok azonositasara, permutéalasara, fiktiv
valtozok bevezetésére €s torlésére. Mig a kételemii halmazon klonbol csak megszamlalhatoan



végtelen sok van, ilyen fiiggvényosztalybdl mar kontinuum sok 1étezik. A kloén fogalménak
természetes altalanositasaként e fliggvényosztalyok koziil azokat vizsgaltuk, amelyek zartak a
kompoziciora [W3]. Ezek az osztdlyok nem feltétleniil tartalmazzak a projekciokat (ha igen,
akkor klonrdl van sz06), de mindent ,,tudnak”, amit a klonoknal a projekcioknak kdszonhetiink
(valtozok azonositasa, stb.). Kidertilt, hogy ilyen fliggvényosztalybdl is mar kontinuum sok
létezik, de sikeriilt tobbé-kevésbé explicit leirdsukat megadni, és az altaluk alkotott halot
felvazolni (ami a Post-halo egy kiterjesztése).
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