A 49841 azonosito szamu "'Csoportelmélet' cimii kutatas eredményeinek

részletesebb ismertetése

A kutatas tobb (rész)terileten folyt, és ezeken belil is értelemszerlen szamos kilénb6z6
kérdést érintett. A fontosabb eredmények lehetGség szerint strukturdlisan csoportositva,
felsorolasszerlien szerepelnek, a szerz6k helyenkénti emlitése nélkil. A publikacidok
listdjabdl kitlinik, hogy a tobb résztvevé kutatd és a témak sokasaga ellenére az erésen
jellemz6 tdébbszerz6s munkak a résztvevék halmazan meglehet8sen élgazdag kapcsolati
grafot hoznak létre.

Végtelen csoportok

Aszimptotikus csoportelmélet

A PIG (polynomial index growth) tulajdonsaggal rendelkezé csoportok a korlatosan generalt
(boundedly generated, (BG)) csoportok altalanositasai. Egy csoport korlatosan generalt, ha véges sok
ciklikus részcsoportjanak a szorzata. Nemrég Muranov konstrudlt végtelen egyszer( BG-csoportokat;
ezért a rezidudlisan véges esetre koncentralunk. Ezekre specializalva a kévetkez6 eredmények
szlilettek: H. Bass sejti, hogy ha G rezidudlisan véges BG-csoport, ami egyben FAb is (vagyis a véges
index( részcsoportok Abel-féle faktorai végesek), akkor G linearis (C felett). Tavgen azt sejti, hogy ez
az FADb feltétel nélkil is igaz. Ezt a Tavgen-sejtést sikeriilt igazolni az alabbi két esetben:

1) G majdnem végtelen, azaz nincs végtelen index(i normalosztdja, valamint
2) G rezidudlisan véges-feloldhaté.

Legyen H egy n-edfoku permutaciécsoport, aminek a minimalis foka m. Eles becsléseket sikeriilt
adni a csoport rendjére, ill. az adott tartdju elemeinek a szdmdra. Ezeknek az eredményeknek
alkalmazasaval kideril, hogy bizonyos alapvet6 kvantum—komputeres algoritmusok nem
alkalmazhatdk az n-edfoku szimmetrikus csoportbeli rejtett részcsoport probléma gyors
megoldasara.

Wall 1961-as sejtése szerint egy n-elem{ csoportnak legfeljebb n-1 darab maximalis részcsoportja
lehet. Ennek a problémanak az irdnyaban sikerilt megmutatni, hogy a maximalis részcsoportok
szama legfeljebb cn'> .



Topologikus csoportok és grafok

Az amenabilis csoportok kérében sikerilt bebizonyitani az L2-Betti szamokra vonatkozo Luck-féle
erds approximdacios sejtést.

Olyan minimalis csoporthatast sikeriilt konstrualni, amelyre nézve létezik két olyan ergodikus
mérték, amelyek még orbit-ekvivalencia erejéig sem egyeznek meg.

A cost és az L2-Betti szam a mérhet6 ekvivalenciarelacidk legfontosabb invariansai. Ezek megfelelGit
sikerlilt megadni véges grafok sorozataira. A Gaboriau-féle cost egy kombinatorikus analogonjanak
bevezetése kapcsan vizsgalatok folytak ennek a klasszikus csoportelméleti invariansokkal vald
kapcsolatarél.

Von Neumann-féle algebrai technikdkat alkalmazva sikerilt igazolni véges grafokra egy globdlis
Cheeger-tipusu egyenl6tlenséget.

Lenz és Stollmann bizonyitotta Delone-grafokra az ,,integrated density of states” egyenletes
|étezését random operatorokra; eredményliket aperiodikus grafok egy nagyon nagy osztalyara
sikerult altalanositani, kombinatorikai modszerekkel.

Korlatos foku nagy grafok leirasaval kapcsolatban bizonyitast nyert, hogy a fakon értelmezett
involUcid-invarians mértékek approximalhatok véges grafokkal.

A s(ir(i hipergrafok elméletében Rodl es Schach ,,property testingrél" sz6lé eredményét sikerlt
kiterjeszteni.

A korlatos foku grafok tesztelésével kapcsolatos eredmény, hogy a ,,matching number” tesztelhet6.
Ugyancsak sikerilt beldtni a minimalis sulyu feszit6 fa alakjanak tesztelhet&ségét.

Véges csoportok

Tiszta csoportelmélet

Altalanositottuk Landau eredményét, amely szerint a legfeljebb k konjugéltosztallyal rendelkezd
véges csoportok szdma véges: igazoltuk, hogy csak véges sok olyan véges csoport van, amelyben a p-
elemeknek legfeljebb megadott sok konjugaltosztalya van.

Legyen G véges csoport, p a G rendjének egy primosztéja, k(G) pedig a G csoport osztalyszama.
Megmutattuk, hogy véges sok nem feloldhatd, p-feloldhaté G csoporttdl eltekintve k{G) = ZY-’E
=1

teljesil, és itt egyenl6ség akkor és csak akkor all fenn, ha ./ egész, G =Cp=C 1 és
W



CG{Cp} = £, . Ez Héthelyi, Kiilshammer, valamint Malle es Keller eredményeit terjeszti ki.

Maclane klasszikus tételének altalanositasaként véges csoportok szuperfeloldhatdsaga
jellemezhet6 maximalis részcsoportok kiegyensulyozott (balanced) parjaival: (A, B) egy ilyen par, ha
(mindketten maximalis részcsoportok, és) metszetiilk mindkettejiikben maximalis részcsoport. Egy
olyan csoport, amely nem primhatvany rend ciklikus pontosan akkor szuperfeloldhatd, ha barmely
két nem-konjugalt maximalis részcsoportja kiegyensulyozott part alkot, és létezik koztiik olyan,
amelyben mindkét maximalis részcsoport szuperfeloldhata.

Szuperfeloldhaté csoportokat jellemeztiink az altalanositott Fitting-részcsoportjuk révén.
Altalanositasok adddtak a szuperfeloldhaté csoportok osztalyat tartalmazé telitett formaciokra.

Véges csoportok majdnem-faktorizacidjanak alkalmazasa vezetett olyan particionalhato grafok
konstrukciéjdhoz, amik az erds perfekt graf sejtésre adando ellenpélda keresése kapcsan mertltek
fel.

Vizsgaltuk azokat a csoportokat, amelyekben bizonyos részhalmazok bal és jobb stabilizatora
azonos szamossagu; primhatvany elemszamu részhalmazok esetében ebbdl kbvetkezik, hogy
a csoport szuperfeloldhaté. Sikeriilt jellemezni azokat a 2-csoportokat, amelyek a 2 primre teljesitik
ezt a feltételt. A Hamilton-féle csoportokra is sziiletett egy jellemzés egyoldali stabilizatorokkal.

Legyen G egy két elemmel generdlhato (nem ciklikus) véges csoport. Legyen u(G) a legnagyobb
olyan m természetes szam, amelyre létezik G-nek olyan m-elem( S részhalmaza, amelynek barmely
két kilonb6z6 eleme generalja G-t. Sikerilt meghatdrozni u(G) értékét a kovetkez6 csoportokra:
(P)GL(n,q), (P)SL(n,q), ha n legaldbb 12. Becslések sziilettek tovabba u(G) értékére, ha G sporadikus
egyszer(i csoport. Utébbi csoportok esetében sikerilt korlatot talalni a csoportot unidként el&allitd
valddi részcsoportok minimalis o(G) szamara is. A o(G) értékét sikerlt viszont pontosan
meghatarozni akkor, ha G az n-edfoku alterndld csoport koszoruszorzata egy ciklikus csoporttal
feltéve, hogy n=4k+2 alaku és 12-nél nagyobb.

Vizsgalat folyt a kérdéskor gylrielméleti megfelel6jével kapcsolatban is. Scorza 1926-ban igazolta,
hogy egy csoport pontosan akkor all el harom valddi részcsoportjanak egyesitéseként, ha létezik a
Klein-csoporttal izomorf faktorcsoportja. Ennek az allitdsnak az analogonjat igazoltuk gy(ir(ikre:
leirtuk az 6sszes olyan gy(ir(it, amely el6all harom valédi részgy(irlijének unidjaként. Emellett
meghataroztuk azt a legkisebb m szamot, amelyre M,(q) el6all m valddi részgytirtijének unidjaként.

Ugyancsak gyUrUkre vonatkozd, némileg hasonld kérdés a kévetkezd: legyen R egy gydrd.
Definidljuk a T(R) grafot R elemein Ugy, hogy azr, s elemeket pontosan akkor kotjiik 6ssze éllel, ha r-s
invertalhato. Leirtuk az 6sszes olyan R gytirtit, amelyre (R) Hamilton-féle.

A véges G csoportra definidlunk egy I'(G) grafot G elemein gy, hogy két csicsot pontosan
akkor kotilink 6ssze éllel, ha azok egyitt generaljdk a csoportot. (Ezt a grafot generalasi grafnak



nevezzik.) A I(G) graf klikk-szamat és kromatikus szamat is vizsgaltuk kiilonb6z6 csoportokra. Azt
sejtjuk, hogy véges feloldhatd csoport esetén a generalasi graf klikk-szama és kromatikus szama
megegyezik. Ezt a sejtést abban az esetben sikerilt belatni, amikor a feloldhaté csoport Fitting-
magassaga legfeljebb 2. Ezen kiviil véges csoportok direkt szorzatara is vizsgaltuk a generalasi graf
klikk-szamat.

Azt sejtjik tovabba, hogy [(G) -ben akkor és csak akkor van Hamilton-kor, ha G rendje legalabb 4, és
G/N ciklikus G minden nemtrividlis N normalosztdjara. Ezt a sejtést szamos csoportosztélyra sikerdilt
bizonyitani, igy kell6en nagy véges egyszer( csoportokra, kelléen nagy szimmetrikus csoportokra,
feloldhaté csoportokra, bizonyos koszoruszorzatokra tovabba minden sporadikus egyszer( csoportra.

Siker(ilt osztalyozni az olyan véges, feloldhatd tranzitiv G permutdacidécsoportokat, amelyeknek a
foka legfeljebb harom primszam szorzata, és G minden normalosztdja tranzitiv vagy félig regularis.

Csoportok és loop-ok

LCC (left conjugacy closed) loop-ok: Drapal tétele szerint egy LCC loop-nak létezik egy bizonyos
maddon megadott homomorfizmusa a bal transzlacidk generalta bal szorzascsoportbél a belsé
permutaciok csoportjaba. Vizsgaltuk ezen homomorfizmusnak a lehetséges kiterjesztéseit a
szorzascsoportban, és e kiterjesztések egyértelmdiségét.

Bizonyitast nyert, hogy egy kommutativ belsé permutaciocsoportu LCC loop nilpotencia osztalya 2.
Tobb szlikséges és elégséges feltételt adtunk arra, hogy egy 2 nilpotencia osztalyu loop LCC legyen.
Jellemeztik a p*-rendi nilpotens LCC loop-okat.

Kepka és Niemenmaa tétele szerint a kommutativ belsé permutacidcsoportu loop-ok centralisan
nilpotensek. A legfeljebb 2-osztalyuak esetén a megforditas is igaz (Bruck, 1946). Példat sikerilt adni
viszont olyan 3-osztalyu centralisan nilpotens loop-ra, amelynek belsé permutacidécsoportja
kommutativ.

Egy G csoportot ,,I-capable’’-nek neveziink, ha G izomorf egy loop belsé permutaciécsoportjaval.
Abel-féle |-capable csoportokat kerestiink, és bizonyos tipusu direkt szorzatokrdl megmutattuk, hogy
ténylegesen olyanok.

Olyan loop-ok keresése, ahol a bal eltolasok altal generalt permutacidcsoport normaloszté a bal és
jobb eltolasok altal generalt csoportban.

Buchsteiner loopok alapvetd tulajdonsagait vizsgdltuk, és gylrlelméleti eszkdzokkel konstrudltunk
olyanokat, amelyek rendje 128, és nem CC (conjugacy closed) tulajdonsaguak. Belattuk, hogy minden
2-osztalyu Buchsteiner loop CC.



K6zonséges és modularis reprezentaciéelmélet

Legyen V véges dimenzids FG-modulus, ahol F tetsz6leges test és G véges csoport. Tegylk fel, hogy
V-nek nincs trividlis FG-kompozicidfaktora. Ekkor

1

. 1.,
EEQEGdlm Cylg) = ;dlm v,

ahol p a G rendjének legkisebb primosztdja. A fels6 korlat éles. Ez az eredmény P. M. Neumann egy
1966-0s sejtését igazolja. Eredményiinknek szamos kévetkezménye van. Tobbek kozott Isaacs, Keller,
Meierfrankenfeld, Moreto, valamint Segal es Shalev eredményeit altalanositjuk, ill. élesitjik.

A szimmetrikus csoport komplex értékd irreducibilis karaktereirél, egy altalanos Nakayama-
sejtéssel kapcsolatban sikerilt Kilshammer, Olsson és Robinson egy tételét részben altaldnositani,
részben bizonyitasukat egyszer(siteni. Az eredményeket az alterndld csoport esetére is sikerilt
kiterjeszteni.

B. Kiilshmmer és J. Murray kordbbi eredményeit fejlesztettiik tovabb, és altalanositottuk p-
karakterisztikaju, algebrailag zart testek feletti szimmetrikus algebrakra. A p = 2 esetben a Cartan-
matrix paratlan diagonalis elemeinek el6forduldsat is jellemeztiik: pontosan akkor léteznek ilyenek,
ha G-ben van 0 2-defekt(i valds elem. Ezeket az eredményeket alkalmaztuk a szimmetrikus csoport
2-blokkjaira, valamint normalis vagy Abel-féle defektcsoportu blokkokra.

Valds blokkokra és konjugaltosztalyokra vonatkozé eredményeket sikerlt dltaldnositani Galois—
hatdsokra. Példat adtunk meg olyan esetre is, amikor ez a kiterjesztés nem lehetséges.

Negativ valaszt adtunk Reynolds azon problémajara, hogy a Jacobson radikal Galois—invaridns-e.
Megmutattuk, hogy a Gow—Willems-tétel dltalanositasa nem teljesiil altaldanos Galois—hatasokra.

Bevezettik a ,,0-core” fogalmat, és jellemeztiik azokat a véges csoportokat, amelyekre a o-core
p'-csoport.

Vizsgalatok folytak az Oliver-sejtéssel és a Kiilshammer-sejtéssel kapcsolatban. Az Oliver-sejtés azt
kérdezi, hogy egy véges részcsoport egy Thompson-részcsoportja benne van-e ugyanezen csoport
Oliver-részcsoportjaban. A Kilshammer-sejtés azt kérdezi, hogy ha x egy véges p-csoport irreducibilis
karaktere, akkor a y * ¥ -ban el6forduld kiilonb6z6 irreducibilis karakterek szama kongruens-e 1-
gyel modulo p-1. Analdg sejtés vonatkozik a konjugdltosztalyokra is, azaz ha K egy véges p-
csoportnak konjugéltosztalya , akkor a K x K ~-ben eléforduld kiilénb6z8 konjugéltosztalyok

szama kongruens-e 1-gyel modulo p-1.

Hires, 1956 6ta nyitott kérdése a modularis reprezentaciéelméletnek a Brauer-féle k(B)-sejtés: a B
blokkhoz tartozd irreducibilis karakterek szama feliilr6l becsiilhet6-e a blokk defektcsoportja
elemeinek a szdamaval. Ehhez kapcsolddik még Olsson sejtése a 0-magassagu karakterekrdl és Eaton



sejtése, amely ezek koz06s altalanositasa. Ezen sejtések megfelel6it fogalmaztuk meg a blokkbéli valds
karakterek szamara és bizonyitottuk be a kbvetkezé specialis esetekben: a f6éblokkra, a legfeljebb

2000 rendd csoportokra, a sporadikus egyszer(i csoportokra valamint azon csoportokra, amelyek
valds magja paratlan rendd.



