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Tudomanyos eredmények:

1. Tobbvaltozds valés analizis, tipikus tulajdonsagok: A gradiens-
probléma a Valds Analizis egy jol ismert és hires megoldatlan probléméja
volt. A 60-as évektdl dolgoztak rajta. 15 éven keresztiil, hosszabb-révidebb
intenzivebb munkaperiédusok utén félretettem, majd amikor valami ujat ta-
nultam ismét elévettem.

A gradiensprobléma megoldasa végiil egy kétdimenzids ellenpéldafiigg-

vény konstrukcija. A pélydzat futamideje alatt megjelent [1] cikkben 1é-
nyegében a kovetkezo tételt latom be:
Taldlhaté olyan f : G — R, valamely G C R? nyilt halmazon értelmezett
differencialhaté fiiggvény és egy Q; C R? nyilt halmaz, hogy valamely p € G-
re Vf(p) € Q, de a kétdimenziés Lebesgue mérték, Mg, szerint majdnem
minden q € G-re a gradiens V f(q) nincs {2;-ben.

Altaldban a nagy publikacios atfutasi idok miatt egy négyéves palyazat
esetén sem taldlni til sok megjelent hivatkozéast a palyazat altal tamogatott
kozleményekre, de ezuttal ugy tlinik, hogy a probléma érdekessége miatt vi-
szonylag hamar 5 db folydirat cikk, 1 db habilitacios értekezés és 1 preprint
fliggetlen hivatkozast kaptam ra. E zardjelentés végén megadok egy, a palyazat
tamogatasaval megjelent kozleményekre vonatkozo hivatkozasi listat is.

A gradiensprobléma megoldéasarol, torténetérol és annak heurisztikus hat-
terérol tartottam eléadast a BIG 5 konferencian. Ennek az el6adasnak anyaga
talalhat6 a [4] publikdciéban.

A [2] cikkben U. B. Darji-val egy Bruckner-Garg tipust tételt bizonyitunk
kétdimenzios tipikus folytonos fliggvények szinthalmazairdl, azaz
f € C(S%,]0,1]), figgvények esetén az f~'(y), y € [0,1] halmazok tu-
lajdonségait vizsgaljuk. Megmutatjuk, hogy ha a feliilrol félig folytonos
topoldgiat hasznéljuk a Comp(f~'(y)) halmazokon, azaz az f~'(y) kompo-
nensein, akkor érvényben marad a Bruckner-Garg féle egydimenziés tétel.
Ezenkiviil megmutatjuk, hogy a tipikus f € C(S5?,[0,1]) fiiggvényre minden



nem degenerdlt Comp(f~1(y))-hez tartozé komponens kompaktum ,nyol-
casszerl”. Bizonyitjuk, tovabba, hogy az f~!(y) halmazok pszeudoiveket,
pszeudokoroket, illetve ,, Wada-tavakat” tartalmaznak. Ez utébbiak felmerii-
lését tartom a legérdekesebbnek, hiszen a tipikus folytonos fliggvények tul
,vadul” viselkednek ahhoz, hogy nyeregpontjaik legyenek és ezek helyére 1ép,
a minden pontjaban egyszerre harom tartomanyt hatarol6 ,, Wada-t6” kom-
paktum az f~!(y) halmazban.

Rati Csaba doktorandusszal kozosen irt [7] cikkben tipikus C[0, 1]-beli
folytonos fiiggvények mikro-tangens halmazainak vizsgalatat folytattuk.
Belattuk, hogy a szinthalmazok egy tipikus pontjaban teljesiil a kétoldali ver-
tikalis univerzalitdsi tulajdonsdg. A szinthalmazok egyoldali torlédési pont-
jaiban az egyoldali vertikalis univerzalitasi tulajdonsag teljesil kivéve a-k
egy nulla Hausdorff dimenziés kivételes halmazat, amikoris az L, s szinthal-
maz egyetlen kivételes egyoldali torlodasi pontot tartalmaz, melyben nem
teljestil az egyoldali vertikdlis univerzalitdasi tulajdonsag. A tipikus foly-
tonos fliggvények szinthalmazai Bruckner-Garg karakterizaciojat hasznalva
az fy(x) = f(z)+7yz, (v € R) fliggvények lokalis szélséértékhelyeiben vizsgal-
juk a mikro-tangens halmazokat és megmutatjuk, hogy a tipikus f € C[0, 1]
fiiggvényre tetszéleges v € R esetén az f, fliggvény tetszileges lokdlis szél-
s6értékhelyén teljesiil a fél-univerzalitasi tulajdonsag.

2. Dinamikus rendszerekhez, Ergodelmélethez kapcsolédo kér-
dések:

D. Mauldinnal 2003-ban J. Bourgain egy hires ergodelméleti kérdésével
kezdtiink foglalkozni. A palyazat teljes futamidején végighiuzdédnak a , Di-
vergent square averages’ cimii munkank elfogadtatasa korili erofeszitések.
Az eredmény meglehetésen bonyolult, tobb dtdolgozason ment at a kézirat
az elmult 4 évben 50-r6l 60 oldalra hizott. Cikkiinket csak most, 2009 majus
végén fogadtak el és megjelenése még évekig elhtizodhat, igy ezt nem adtam
meg a kozlemény listédn, helyette a mar megjelent [8] cikk szerepel, mely-
ben igyeksziink mddszeriink technikai részletek miatt nehezen megkozelitheto
heurisztikus hatterét konnyebben hozzaférhetové tenni.

Az eredmény nemzetkozi elfogadasat jelenti, hogy tarsszerzémmel felkérést
kaptunk 50 perces eléadds tartasara (1d. az el6adasok listdjan az [E14]
el6addst) egy nagy, a témakorbe es6 nemzetkozi konferencian, ahol a 150-nél
tobb résztvevo koziil csak 22-t kértek fel eléadés tartasara. Mint a hivatkozasi
lista jelzi, egy Berkeleyben dolgozé doktorandusz mar két preprintjében is
hivatkozik erre a cikkiinkre. A ,Divergent square averages” 6 eredménye



az, hogy megmutatjuk, hogy a {k*}?, sorozat L'-univerzdlisan rossz. Egy
{ny}32, sorozat L'-univerzélisan rossz, ha minden aperiodikus ergodikus
(X, 3, u, T) dinamikus rendszerben talalhaté f € L', hogy

LSy eaty

k=1

divergél egy pozitiv mértékii halmazon.

A fenti négyzetek menti konvergenciaproblémahoz kapcsolodik a kovetkezo
9] cikkben térgyalt eredmény, mely a témakor egy mésik jol ismert megoldat-
lan probléméjat valaszolja meg. Sikeriilt olyan (ny) sorozatot konstrudlnom,

melyre ny1 —ng, — 00, de tetszoleges (X, 3, u, T') ergodikus dinamikus rend-
N

szerre és f € L'(u) fiiggvényre a nem konvencionalis (1/N) Z f(T"*x) er-
k=1
godikus atlagok / fdp-hez konvergalnak 1 majdnem minden z-re.

Mivel a fenti sgrozat nulla Banach stirtiségii, J. Rosenblatt és M. Wierdl
egy sejtését is sikeriilt igy megcafolnom.

Még 2003-ban a divergens négyzetek menti ergodikus koézepekrol a Univer-
sity of Maryland-en tartott egyik eléadasom utan kezdtem meg az egytittmii-
kodést 1. Assani-val. A divergens négyzetek kezelésére kifejlesztett modszer
itt tjabb alkalmazasokat talalt, I. Assanival és D. Mauldinnal kozosen irt [3]
cikkiinkben I. Assani egy problémé&jat oldjuk meg és egyben valaszt adunk
egy masik Bourgain eredménnyel kapcsolatos kérdésre is. Egyebek kozott
megmutatjuk, hogy taldlhaté olyan nemnegativ integralhaté fliggvény f,

melyre
Ny,
n

n

majdnem mindeniitt, ahol

ﬂT%)>1}

Nof(z) = #{k: - -

A 2005-ben megjelent [3] cikknek mér most is jelent&s nemzetkozi vissz-
hangja van, mint a hivatkozési listan is lathaté 8 db megjelent cikk és 1 db
preprint hivatkozast talaltam ra. J. Rosenblatt a Mathematical Reviews-ban
ezt irja rola: ,In this important and interesting paper, the authors solve a



conjecture of Idris Assani, that a certain counting function does not behave
well in L1.”

Mint az el6adaslistan lathaté ([E1], [E3], [E8], [E12]) az I. Assani altal
Chapel Hillben szervezett Ergodelmélet konferencidakon jelen palyazat részleges
tamogatasaval rendszeresen részt vettem és I. Assanival tobb kozos cikket is
irtam. Legyen (X, B,u,T) atommentes véges mértéktéren értelmezett er-
godikus dinamikus rendszer. Tekintsiik az

R :(f,9) € IP x LT — R*(f, g)(x) = sup f(Tra)g(T™"x)

n n

maximalis fiiggvényt. A még 2008-ban elfogadott, jelenleg megjelenésre vard
[11] cikkben megmutatjuk, hogy ha p = ¢ = 1 akkor taldlhatunk olyan f és
g fuggvényeket, hogy R*(f,g)(x) nem lesz majdnem mindeniitt véges. A

M(f.9)(x) = sup 5 Nl +1 > f(T)g(T™x)

atlagokat Firstenberg atlagoknak nevezik, mivel Fiirstenberg egy 1977-es
cikkében szerepeltek el6szor. J. Bourgain egy mély eredménye szerint a
fenti dtlagok majdnem mindeniitt konvergensek ha - + - < 1. A [11] cikk
eredményébol kovetkezik, hogy p = ¢ = 1 esetén nincs mindig majdnem
mindentitt vett konvergencia.

J. P. Conze altal, az el6bb mar emlitett chapel hill-i konferencian fel-
vetett egyik kérdésre adunk vélaszt a [12] cikkben. Tekintsiik ismét az el6z6
bekezdésben definidlt R*(f, g) fliggvényt. A kovetkezé maximélis egyenlot-
lenséget bizonyitjuk: Ha 1 < p < oo akkor talalhaté olyan véges C), éllandd,
hogy minden \ > O-ra és nemnegativ f € LP és g € L' fiiggvényre

1/2

Azt is megmutatjuk, hogy minden o > 2-re az R*(f, g) maximélis fiiggvény
majdnem mindeniitt véges, ha (f, g) € (L(log L)**, L').

A fenti témakorokrol 2008-ban Chicago-ban tartott meghivott [E9] |, Gib-
son” el6addsom tartalmi kivonatdt a Real Analysis Exchange szerkesztéi
»eléléptették” 6nalls folyoiratcikké, igy sziiletett a [13] publikacio.

3. Geometriai Mérték és Integralelmélet Valés Analizisbeli ve-
tilete:



Mathé Andras doktorandusszal kozos [6] cikkem eredményei vazlatosan a
kovetkez6k: Tegyiik fol, hogy F' C [0, 1] zért. Igaz-e, hogy a tipikus C[0, 1]-
beli fiiggvény injektiv F-en? Ha F alsé dobozdimenzidja, dimgF < 1/2
akkor megmutatjuk, hogy e kérdésre a valasz igenl6. Masrészt, konstrualunk
olyan zart F' halmazt, melyre dimgF = 1/2 és kérdésiinkre a vélasz nem-
leges. Ha C,, a szimmetrikus-aw Cantor halmaz, akkor megmutatjuk, hogy
kérdéstinkre a vélasz akkor és csak akkor igenls, ha dim(C,) < 1/2. Belatjuk,
hogy talalhatok olyan egy Hausdorff dimenzids F-ek, melyekre a vélasz még
mindig igenlé. E cikk a 2004-es Schweitzer verseny egy altalam kitlizott fela-
datahoz kapcsolédott. A 2006-os Schweitzer versenyen a kovetkezo feladatot
tliztem ki:

Tegyiik {61, hogy f(x) = >~ ,27"||2"z||, ahol ||z|| az = legkozelebbi egész
szamtol vett eltérése (azaz f a Takagi fliggvény). Mi mondhaté Lebesgue
majdnem minden y € f(R)-re az

Ly ={z € [0,1]: f(x) = y}

szinthalmaz szdmossagardl?

Meglepének tiinhet, hogy a vélasz az, hogy véges. Ez a Schweitzer fe-
ladat is tovdbbi kutatémunkaban folytatédott. Errdl szél a [10] cikk. Vi-
szonylag természtesen definidlhatunk a Takagi-fiiggvény grafikonjan egy S
irreguldris 1-halmazt, melynek a grafikonra vett komplementere egy 5,4 hal-
maz, mely lefedheté megszamlalhaté sok monoton fliggvény grafikonjaval
és egy nulla egydimenzios Hausdorff mértékti halmazzal. Beldthatd, hogy
Sirr vetiilete az y-tengelyre nulla Lebesgue mértékli, mig vetiilete az x-
tengelyre teljes mértékii. Az S,., halmaz ,felelés” a véges metszeti szinthal-
mazokért. Ez az eredmény természetesen vezet az ugynevezett tartdzkodasi
mérték p(A) = M\(f71(A)) vizsgdlatdhoz. Eredményiinkbdl kovetkezik, hogy
(1 tisztan szinguldris.

A tipikus folytonos fliggvények esetén az univerzalis mikrotangens pontok
halmaza, UMT(f) definidl természetesen egy irregularis 1-halmazt. UMT(f)
minden az y tengelytol fliggetlen iranyba vett vetiilete nulla Lebesgue mértéki
és a tipikus folytonos fliggvény tartézkodéasi mértéke is szingularis.

A Weierstrass tipusu (Cellerier) seholsem differencidlhaté fraktél fiiggvényt
a kovetkez6 Fourier sorokon alapulé képlet adja meg:

V\}(x)déf Z 27" sin(2"x).
n=0



Természetes kérdés annak vizsgalata, hogy mit mondhatunk e fliggvény
szinthalmazairdl és tartézkodasi mértékérdl?

E fiiggvény grafikonjan ismét megadhatunk egy természetesen definialt
irregularis 1 halmazt és belathatjuk, hogy a W(«z, c)défW(x)%—cx tartozkodasi
mértéke majdnem minden c-re tisztan szingularis, és szinthalmaza majdnem
minden y-ra véges.

Jelen OTKA péalyazat valamennyi témakoréhez kapcsolodott a 2006-ban
irt és 2007-ben sikeresen megvédett ,,Geometric and Dynamical Aspects of
Measure Theory” cimii MTA Doktori Ertekezésem [5].
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[E3] The bilinear Hardy-Littlewood function for the tail II, 50 perces
meghivott eléadas, 2007 februar ‘Probability and Ergodic Theory Workshop
February 15-18, 2007” konferencia Chapel Hill, North Carolinaban.

[E4] Universally L! good sequences with gaps tending to infinity, 50 perces
meghivott el6adas, melyet 2007 juniusaban a ,, Visegrad Conference Dynam-
ical Systems, High Tatras 2007” konferencidn tartottam Szolvakiaban.

[E5] Where are typical C' functions one-to-one, 50 perces el6adas, melyet
2007 szeptemberében a , Fractals and Related Fields Conference in honor of
Jacques Peyriere” konferencian tartottam Monastir, Tunézidban.

[E6] ”Universally L' good sequences with gaps tending to infinity” 50
perces eléadés, melyet 2008 februarjaban a University of North Texas, Milli-
can Colloquium Series eléadasssorozata keretében tartottam.

[E7] ”The (L, L?) bilinear Hardy-Littlewood function for the tail” 50
perces eléadas, melyet 2008 februarjaban a University of North Texas, di-
namikus rendszerek szeminariuma keretében tartottam.

[E8] Meghivott eldaddként ”Pointwise convergence and divergence re-
sults in L' I, II” cimmel két 50 perces el6addst tartottam a Probability and
Ergodic Theory Workshop, Chapel Hill, North Carolina konferencian 2008
februarjaban.

[E9] 732nd Summer Symposium of the Real Analysis Exchange” ren-
dezvényen Chicagoban az 50 perces ”Gibson el6adast” tartottam ”Pointwise
convergence and divergence of Ergodic averages” cimmel 2008 juniusdban.

[E10] 2008 oktéberében az ” Université Paris XII” szeminariumain két 50
perces eldadast tartottam ” Almost everywhere convergence of ergodic aver-
ages” és "Non-L' functions with rotation sets of Hausdorff dimension one”
cimekkel.

[E11] 2009 januérjdban a University College London tanszéki szemindriumén
(50 perces eléadds): Non-L! functions with rotation sets of Hausdorff dimen-
sion one.

[E12] Meghivott eléadoként ” Non-L! functions with rotation sets of Haus-
dorff dimension one” cimmel két 50 perces el6adast tartottam a Probability
and Ergodic Theory Workshop, Chapel Hill, North Carolina konferencian
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2009 februarjaban.

[E13] 2009 februdr, Washington and lee University, Lexington, Virginia
tanszéki szemindrium (50 perces eléadds): Non-L! functions with rotation
sets of Hausdorff dimension one.

[E14] 2009 méjusdban a Périzsban tartott ,,A conference in ergodic theory
Dynamical Systems and Randomness” konferencian , Divergent square aver-
ages” cimmel tartottam eléadast (itt térsszerzémmel Dan Mauldinnal osz-
toztunk meg az 50 perces el6adasi idoén.) (http://ergodic2009.math.cnrs.fr/)

Magyarorszagon tartott fontosabb el6adasok:

[E15] Mi Laczkovich Miklés matematikdja? 50 perces el6adas, melyet
2007 decemberében a Bolyai Janos Matematikai tarsulat dijkioszt6 iinnepségén
tartottam abbdl az alkalombdl, hogy Laczkovich Miklés Szele Tibor emlékdijat
kapott.

[E16] Szamolés és konvergencia az Ergodelméletben, ezt a 80 perces eléadést
2007 tavaszan két helyen is megtartottam. Eldszor az ELTEn tartott Vals
fliggvénytan kutatészemindriumon, majd tovabbi érdeklédés miatt a BME
dinamikus rendszerek szeminariuman is.

[E17] Tipikus C! fliggvények egyértelmiiségi halmazai, 80 perces el6adds
melyet az ELTEn tartott Valds fliggvénytan kutatészeminariumon tartottam
meg.

[E18] Az ELTE Matematika Intézet, Analizis Tanszék szeminariuma ill.
Valés fiiggvénytan kutatoszeminarium kertében 2008 majusaban ” Ergodikus
bilinearis Hardy-Littlewood maximaélis fliggvények” cimmel tartottam szemi-
nariumi eléadast.

[E19] Az "ELTE-NUS (Singapore) Science Forum” keretében ” Almost
everywhere convergence of ergodic averages” cimmel tartottam eléadast 2008
majusaban az eldadds tartalmi kivonata az Ann. Univ. Sci. Budapest.
Eotvos Sect. Math. 50-ik kétetében meg fog jelenni.

[E20] Az ELTE Alkalmazott Analizis és Szdmitdsmatematikai Tanszék
Szemindriuma keretében 2008 november végén és december elején két szeminariumi
elbadést tartottam ” Ergodikus kozepek majdnem mindeniitt konvergencidja”
cimmel.

[E21] Csaszér Akos 85. szilletésnapja tiszteletére 2009 mérciusaban ren-
dezett ,, Topolégia és Valds Fiiggvénytan” konferencidn el6adast tartottam
,Nem L!-beli fiiggvények 1 Hausdorff dimenzids forgatési halmazzal.
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[E22] Méricz Ferenc 70. sziiletésnapja alkalmabdl tartott ,,Sorok, fliggvények,
véletlen valtozok, operatorok” Szegeden 2009 méajusaban tartott konferencian
»Divergens ergodikus kozepek négyzetek mentén” cimmel tartottam eléadast.

Budapest, 2009. janius 30.
Buczolich Zoltan

egyetemi docens
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