Kédelmélet és kornyéke (OTKA 49662) zar6 beszamolo

A beszamoléban hasznalt jelolések: ¢ = p” primhatvany, GF(q) véges, g-elemii
test, PG(n, q) illetve AG(n,q) a GF(q) feletti n dimenziés projektiv illetve affin
tér. A hivatkozasok részben a feltoltott kozlemény-jegyzékre, részben a beszdmold
végén felsorolt, még meg nem jelent dolgozatainkra utalnak.

Kédelméletben gyakran hasznos véges projektiv terek specialis egyenes-, illetve
hipersikmetszeti ponthalmazainak vizsgalata. Kutatasaink ilyen problémakra kon-
centralédtak. Bizonyos cikkeinknek (pl. [SzW] és [BBGSzW]) kozvetlen kédelméleti
alkalmazdsa is van, masok a geometriai ill. algebrai szalakon keresztiil kapcsolédnak
a témakorhoz. Eredményeink kozil kiemelnénk a polinom médszer kdzvetlen
térbeli alkalmazdsait (mely ma még kezdetleges dllapotban van), ami j eszkozt je-
lenthet a véges test feletti kddok vizsgélatdban. A felsorolt cikkek koziil [BBGSzW],
[BG] és [BGSz] haszndl polinom médszert kozvetleniil a térbeli problémara.

A korabbiaknak megfelelen a vizsgdlt problémék nagy része véges projektiv
terek részhalmazainak hipersikokkal valé metszési szdmaival kapcsolatos. Ezek
a kérdések direkt mdédon fordithatdak le kédelméleti alkalmazasokra. Ugyancsak
szorosan kapcsolddik kédelmélethez a Rédei altal kezdeményezett irany-probléma
is, amint az Alderson, Bruen és Silverman munk&ibdl lathatd.

[BBGSzW]-ben a szerzék a polinomos médszer szellemes alkalmazasaval be-
bizonyitotték, hogy PG(2,q) egy olyan ponthalmaza, melyet minden egyenes egy
adott 7 mod p pontban metsz, legaldbb (r — 1)g + (p — 1)r pontu kell legyen,
ahol p a karakterisztika, tovabba r osztja q -t. Az eredménybél kévetkezik, hogy
egy 3 dimenziés kéd, melynek hossza és silyai is oszthatdk r-rel és melynek mi-
nimalis tdvolsiga legaldbb 3, legaldbb (r —1)g+ (p— 1)r hosszu kell legyen. A cikk
magasabb dimenzidéra is altaldnositja az eredményeket. Megjegyezziik, hogy Ball,
Blokhuis és Mazzocca hires, maximalis ivek nemlétezésérol szélo tétele is egyszerii
kovetkezménye az eredménynek.

A [FSSzW] dolgozatban, Sziklai és Weiner Ferret-tel és Storme-val megmu-
tattdk, hogy PG(n, ¢)-beli, kis méreti minimadlis, sulyozott, t-szeres, k-dimenzids
altereket lefogé ponthalmazok olyanok, hogy minden k-dimenzids alteret ¢ mod
p pontban metszenek. A [FSSzW] dolgozatbeli eredmény Sz6ényi és Weiner
korabbi, egyszeres lefogd ponthalmazokrdl szél6 hasonld eredményét altalanositja.

Blokhuis, Lovész, Storme és Sz6nyi elkészitették a testre épitett sikok tobb-
szoros lefogé ponthalmazairdl sz6lé dolgozatukat [BLSSZ]. Ennek f6 eredménye,
hogy a kis t-szeres lefogd ponthalmazokat minden egyenes ¢ modulo p pontban
metszi, ahol p a koordinatatest karakterisztikaja. Felhasznalva ezt az eredményt,
megjavitjak a t-szeres lefogé ponthalmazokra vonatkozé eddig ismert becsléseket
is.

Fancsali és Sziklai [FSz] éltaldnositjdk Gécs és Sz6nyi korabbi, részleges
egyenes-befedésekre vonatkozé eredményeit. Itt a mddszer a Lovasztdl szarmazo
tortlefogasos becslésen és magas dimenzids Segre-varietasok vizsgalatan alapszik.
A cikk eredménye, hogy nagyon sok kiilénb6z6 méretre konstrudlnak (3m — 1)-
dimenziés projektiv térben tartalmazasra nézve maximalis, sikokbdl all6 részleges
befedést.

Sziklai és Ligeti a [LSz] cikkben két részbenrendezett halmaz, D¥™ és By, p



automorfizmus-csoportjat hatdrozta meg. A kérdéskor az insertion-deletion koé-
dokhoz kapcsolédik. A D¥™ struktira DNS-kédokat tartalmaz, az itt bizonyitott
eredmény a ,,sima” szavakra vonatkozé korabbi eredmény analogonja, noha a bi-
zonyitas - a struktdra bonyolultsdga miatt - nehezebb. A B, , struktira auto-
morfizmus-csoportja kordbban is ismert volt (Burosch-Gronau-Laborde 1999), de
a korabbi t6bb mint 10 oldalas bizonyitast (a kifejlesztett technika segitségével) 1
oldalasra sikeriilt redukélni.

Gacs Jan De Beule-vel kézosen azt mutatta meg, hogy a Q(4, ¢) poléris térben
nincsenek ¢ — 1 méret{i maximélis parcidlis ovoidok ha ¢ egy primszim legaldbb
masodik hatvanya. Ismert konstrukcié ¢ = 3,5,7,11 esetén, igy izgalmas kérdés
maradt, hogy nagy g-ra van-e példa olyankor, ha ¢ prim. Mddszeriik azt hasznélja
ki, hogy Q(4,q) Tits-t6]l szarmaz6 T5(O) reprezenticidjaban a probléma arra a
sokat vizsgalt kérdésre vezethetd vissza, hogy egy AG(3, ¢)-beli ponthalmaz milyen
irdnyokat hatdroz meg. A kidolgozott mddszer megoldja az emlitett eredmény
irdnyos megfelel6jét és 1j bizonyitast ad Ballék eredményeire.

Sziklai [Sz1]-ben (polinomokat és algebrai gorbéket haszndalva) azt bizonyitotta
be, hogy PG(3,q)-ban egy kip részleges flock-ja, mely g—e sikbdl 4ll, egyértelmiien
kiegészithetd (tovdbbi e stk hozzévételével) flock-kd, ha e < cq(*/?). [Sz3]-ban
az [Szl]-beli eredményt sikeriilt (mésodrendiinél) magasabb foku gorbére emelt
kupokra altalanositani. A bizonyitdshoz a korabbiak mellett 1j 6tletek is kellenek,
pl. egy szimmetrikus szerkezeti determinans vizsgalata.

Sziklai [Sz2]-ben AG(3, p)-beli, p? pontti ponthalmaz altal meghatdrozott ira-
nyok szaméra bizonyit korlatokat, majd Gacs egy eredményét felhasznalva meg-
mutatja, hogy a kevés iranyt meghatarozé ponthalmazok hengeres szerkezetiiek;
végiil Rédei ill. Wielandt egy-egy csoportelméleti tételét dltalanositja, felhasznalva
a geometriai eredményt.

Sziklai [Sz5]-ben PG(2, q) kisméretli, azaz 3(q + 1)/2-nél kevesebb pontu le-
fogohalmazaira igazol egy strukturatételt. Itt a régi nagy sejtés, hogy az ilyen
lefogéhalmazok GF(q) egy részteste felett linedrisak; a cikk azt igazolja, hogy a
lefogéhalmaz minden egyenesmetszete 1 mod p® méretii, ahol GF(p®) résztest, és
hogy majdnem minden egyenes GF(p€)-linedris ponthalmazban metsz.

Weiner Ball-lal kézosen, ‘An Introduction to Finite Geometry’ cimmel egye-
temi jegyzetet irt [BW]. A jegyzet fels6bb éves hallgatoknak koriilbeliil 12 el6addsra
valé anyagot tartalmaz.

Gacs és Szényi attekinto cikket irt arrdl a véletlen modszerrdl, mellyel stiriiségi
eredményeket bizonyitottak projektiv sikok lefogé ponthalmazairdl és projektiv te-
rek részleges egyenes fedéseirdl [GSZ].

Gacs és Sziklai Ballal kozosen a klasszikus irdny probléma egy 3-dimenzids
altaldnositasat vizsgdlta és bizonyitott nagysagrendileg éles becslést nem sikbeli
ponthalmazok &ltal meghatdrozott irdnyok szamérdl [BGSz]. Az eredmény per-
mutaciépolinomok nyelvén a kovetkezé: ha f és g a p (prim) elemii véges test
feletti polinomok, melyekre nem teljesiil g(z) = f(x) + cx + d, akkor legfeljebb
2p?/9 (a,b) parra teljesiilhet, hogy f(z) + ag(x) + bz permutécié polinom (azaz
bijektiv fliggvény).

[GH] Géacs Hégerrel kozosen véges geometriai médszerekkel kis csicsszamu
(k, g)-grafokat konstrualt (k-reguléris, g béségii grafok). A konstrukcié megjavitja
a korabbi becsléseket a minimalis csticsszamra azokban az esetekben, amikor g = 6



és k négyzet primhatvény, illetve g = 8 és k primhatvany. Azt is megmutatjik,
hogy a konstrukciés mdédszerb8l (mely Browntol szarmazik és lényege, hogy egy
altalanositott sokszog illeszkedési grafjabdl dob ki pontokat) g = 6 esetén jobb
nem is johet ki, a fenti esetben.

[KSz] Sz6nyi Korchmarossal kozosen Osszefoglalé cikket irt affin szabélyos
sokszogekrol, amelyben az affin szabalyos sokszogek Bachmann-Schmidt és Kérteszi
féle felépitését targyaljak, valamint az affin szabalyos sokszogek véges geomet-
riai alkalmazasait. Megvizsgaljak azt a problémaét is, hogy egy affin szabalyos
sokszognek hény szeldje megy at a sik egy pontjan.

Sziklai megfogalmazott egy sejtést algebrai stkgorbék pontjainak szamarol: n-
edfokd, linedris komponens nélkiili gorbének legfeljebb (n—1)g+1 pontja lehet. Az
(n—1)g+n -es fels6 becslés trividlis (Barlotti), a cikkben (n—1)g+mn/2 -t sikeriilt
igazolni. Ilyen gorbék nagy (k,n)-iveket, és igy hatékony kdédokat adnak. Az
eredmény a 2008-ban megjelent, Hirschfeld-Korchméros-Torres altal irt, algebrai
gbrbékrol szélo konyvbe is belekeriilt.

Az aldbbiakban kiemeljiik a palydzat utolsé évének eredményeit.

Sz6nyi Blokhuis-szal és Brouwer-rel dolgozott az elmilt egy évben. Egy-
szerli bizonyitast taldltak az affin lefogd ponthalmazokrdl sz6lé Jamison, Brouwer—
Schrijver féle eredményre. A bizonyitds kis mddositasaval tobb struktirara (mé-
sodrendii feliiletek, Hermite-feliiletek, bizonyos algebrai gérbék) megvizsgdlhato
a majdnem fedések kérdése, azaz becslés adhaté azon hipersikok szamara, ame-
lyekkel az adott struktura egy pont hijan lefedhet6. A bizonyitds projektiv terek
hipersikjai altal generalt kédok polinomfiiggvények segitségével torténé leirdsat
(is) hasznalja. Erdemes megemliteni, hogy projektiv terek r-dimenzids alterekkel
egy pont hijan torténé fedésére is éles eredményt kaptak. Ugyancsak vizsgdltdk a
Hilton-Milner tétel g-analégjat [BBCFMPS]. Egy halmazrendszeres eredmény g-
analogjat ugy kapjuk, hogy az ,,i-elem halmaz” kifejezést ,,i-dimenzids vektortér”-
re cseréljiik. Az FErdés-Ko-Rado tétel vektorterekre vonatkozé megfelel6jét Hsieh,
valamint az n = 2k esetben Frankl és Wilson bizonyitotta a hetvenes években. A
Hilton-Milner tétel a masodik legnagyobb metsz6 halmazrendszer méretére ad éles
becslést, ennek g-analégjat latta be a ¢ > 3, n > 2k + 1 esetre Blokhuis, Brouwer,
Chowdhury, Frankl, Mussche, Patkds és Szoényi. Erdekes, hogy elég nagy di-
menziéra (n > 3k) stabilitasi eredményt lattunk be: egy a Hilton-Milner korlatnél
joval kisebb korlatnal nagyobb metszé altérrendszerek 1ényegében leirhatok.
Iranyok a sikban és a térben. A sikbeli irdnyprobléma azt kérdezi, hogy egy
q rend affin stkon adott g-elemli ponthalmaz hany iranyt hatarozhat meg. A
probléma teljesen meg van oldva (Ball-Blokhuis-Brouwer-Storme-Sz&ényi) olyan-
kor, amikor az irdnyok szdma legfeljebb ¢/2. A ¢/2-nél t6bb irdnyt meghatarozé
ponthalmazokrdl eddig csak a prim esetben volt ismert eredmény (Rédei-Megyesi,
Lovész-Schrijver, Gacs). Az eredmény bizonyitdsiban nagy szerepet jatszottak
polinomok dupla hatvanyosszegei. Késobb ugyanezek jottek el a probléma térbeli
altalanositdsanal. Gécs, Lovasz és Szényi a ¢ = p? esetben ért el eredményt a
nyitott esetben. Megmutattak, hogy ilyenkor az irdnyok szdma vagy (¢ + 3)/2
(és izomorfia erejéig egyetlen ilyen halmaz van) vagy tobb, mint (¢ + \/q)/2.
Ez egy Polverino-Szényi-Weiner konstrukcié miatt éles. A bizonyitas a dupla
hatvanyosszeges modszer és a hézagos polinomos mddszer 6tvozete.



Gacs és Ball (a tavalyi térbeli eredmény &ltal motivalt) aldbbi problémét
vizsgaltak. Milyen lehet egy primtest feletti polinom grafikonja, ha tudjuk, hogy
els6é néhany dupla hatvanyosszege nulla. Kidertil, hogy mar akkor nagyon erds
strukturdja van a grafikonnak, ha az els6 gyok p dupla hatvanyosszeg nulla. Ez
sokkal er6sebb, mint azok az algebrai segédtételek, melyek a mar idézett irdnyos
cikkekben kellenek. Megmutattak, hogy ha az elsé p/3 dupla hatvanyosszeg nulla,
akkor a grafikon része egy maésodrendii gorbének. Ez a fent emlegetett sik- és
térbeli irdnytételek eredeti bizonyitdsit jelentdsen lerdviditi. Azt sejtjiikk, hogy
sokkal kevesebb dupla hatvanyosszeg eltiinésébdl is kovetkezik, hogy a grafikon
része egy alacsony foku algebrai gorbének. Ez egy onmagaban érdekes algebrai
probléma. A sejtésben elért tovabbi részeredmények segithetnek abban, hogy az
eddigi 2p/3 helyett 3p/4 irdnyig teljesen leirjuk a sikbeli irdnyproblémat, illetve a
térbeli problémaban a nagysigrendileg éles becslést teljesen élessé tegyiik.

Alderson és Gacs azt bizonyitjdk, hogy ha egy linedris [n,k,d], kod kiter-
jeszthet6 nem feltétleniil linedris [n + 1,k,d + 1], kédda, akkor a kiterjesztést
linearis mdédon is meg lehet csindlni. Vannak példak, amikor ,,nagyon nem-linearis”
bovitések is vannak, de az eredmény szerint ezek megléte magaval vonja a linedris
l1étezését. Az eredménybdl az kovetkezik, hogy ha egy linearis kdd nem boévithetd
linearisan, akkor egyaltalan nem b&vithet6. Sokféle olyan linearis kéd van, melyrol
korabbrol tudjuk, hogy linedrisan nem bévithetd, példaul a véges geometridban
sokat vizsgalt teljes ivek adnak ilyet. Az eredmény Alderson, Bruen és Silver-
man kordbbi eredményeinek altaldnositasa, az 4j otlet az, hogy a kiterjeszthetoség
vizsgéalatara korabban kidolgozott véges geometriai modellben nem vetitéseket és
sikbeli eredményeket, hanem kozvetleniil térbelieket hasznalnak. Erdekes kérdés,
hogy kiterjeszthet6-e az eredmény tobbszoros bévithetoségre is. Egy ilyen ered-
ménybdl példaul az kdvetkezne, hogy az MDS sejtés linedris és tetszoleges kodokra
ekvivalens.

A [GHNP] dolgozatban Gécs tobb tdrsszerzével egy S. Vinatier altal felvetett
kombinatorikus szamelméleti problémat old meg. Az eredmény véges geometriai
nyelven azt mondja, hogy néhany esettol eltekintve egy véges test feletti vektortér
minden hipersikja tartalmaz olyan vektort, melynek paronként kiilonbozok a ko-
ordindtai. A kivételes esetek klasszifikdlhaték. Kombinatorikus triikkok mellett a
polinom mddszert hasznaltdk. Az eredmény masik ekvivalens formdja azt vizsgalja,
hogy egy eloirt értékkészlethez mikor talalhaté kis foku polinom véges test felett.
Ez érdekes nyitott kérdéseket vet fel.

A [GHW] dolgozatban Gécs, Héger és Weiner olyan grafokat vizsgédl, melyek
k-regulérisak és 6 bdségliek (legrovidebb koriik hossza 6). Egy elészor Brown altal
a hatvanas években alkalmazott, majd az utobbi években tobb szerzo6 altal mas ter-
minolégiaval Gjrafelfedezett modszer ilyenek konstrualdsara az, hogy egy ¢ rendii
projektiv sik illeszkedési grafjabdl (mely g + 1-reguldris és 6 béségii) kihagyunk
pontokat gy, hogy a maradék rész k-reguléris legyen. Ezt a mddszert véges geo-
metriai eszkozokkel a Gécs és Héger a kordabbi [GH| dolgozataban kezdte vizsgalni.
Ebben a cikkben algebrai mddszereket (a stabilitdsi eredményeknél is alkalmazott
rezultdnsokat) is hasznélva azt mutattdk meg, hogy ha a kiinduldsi sik a p-elemi
véges testre épitett projektiv sik, akkor olyankor, amikor k nincs til messze g-tdl,
a konstrukciés médszerbdl nem johet ki jobb, mint a mér ismert konstruciék. A
kovetkezo 1épés annak az altaldnosabb moddszernek a vizsgalata lehet, melyben a



projektiv sik illeszkedési grafjanak nem feltétleniil feszitett részgrafjat keresstik.

Sziklai és Fancsali [FSz2]-ben a kordbbi [FSz] cikkben mdr érint6legesen tar-
gyalt kérdést elemzik részletesen: Adott a PG(1,¢") projektiv egyenes, és rajta
egy ¢ + 1 elemii, GF(q) felett linedris ponthalmaz. Milyen lehet e ponthalmaz
geometriai és algebrai strukturaja? Az deriil ki, hogy egy PG(1, q) részegyenessel
valé metszet 0,1,2,3 vagy ¢ + 1 pontu lehet. A ponthalmaznak tipikusan van egy
kitiintetett pontja (és a tobbi ¢ ponton egy tranzitiv csoport hat), egy speciélis
esetben pedig a ¢® + 1 pont az altala tartalmazott PG(1,q) részegyenesekkel egy
ugynevezett Mobius-sikot alkot (azaz barmely 3 pontra pontosan egy részegyenes
illeszkedik).

Sziklai és Takdts a kovetkez6 kérdést vizsgaltak. GF(q) adott ¢ elemi rész-
halmazanak fontos jellemzdje az a legnagyobb pozitiv egész k szam, melyre a
halmaz elemeinek elsd, masodik, ..., (k—1)-edik hatvdnyosszege mind 0. Ez a szdm
legfeljebb t—1 vagy ¢ lehet attdl fiiggben, hogy a karakterisztika osztdja-e t-nek vagy
sem. Az olyan halmazokat, melyek elérik e fels6 korlatot, Vandermonde ill. szuper-
Vandermonde halmazoknak hivjuk. E halmazok, amennyiben GF(¢)-ra mint a
primtestje feletti vektortérre gondolunk, szép geometriai tulajdonsagokkal birnak,
és megforditva, kideriil, hogy sok érdekes extremalis geometriai konfiguracié ilyen
részhalmazokhoz vezet. Az egyik érdekes eredmény, hogy nagy és kis ¢ érték esetén
teljesen le tudtuk frni a szuper-Vandermonde halmazokat GF(¢?)-ben: ezek csak
akkor léteznek, ha ¢ osztja (¢ — 1)-et, és akkor éppen a multiplikativ csoport ¢
elemii részcsoportjai (és ezek bizonyos transzformalt képei) lehetnek csak.

Jelolje Ck(n,q) a GF(p) felett PG(n, q) pontjai és k-dimenziés altereinek inci-
denciamétrixa altal definidlt kddot. Lavrauw, Storme, Sziklai és Van de Voorde
belétta, hogy Ci(n,q) \ Cn_g(n,q)T-ban nincs (¢*F+1) — 1)/(q — 1) és 2¢* kozotti
stilyt kédszé, amibél kévetkezik, hogy nincs ilyen stilyt kédszé Cy(n, q)\ Cr(n, q)
-ben se, ha k > n/2. Az eredményt k = n — 1 esetén alkalmazva C,,_i(n,q) kis
salyd kodszavaira, bebizonyitottuk az éles korlatot altalanos ¢-ra, mely eddig csak
specidlis esetekben volt ismert.

[HMSzW]-ben Szényi és Weiner, Harrach-hal és Metsch-csel kézosen PG(3, q),
q = p*", p > 7 prim, 3(¢""' + 1)/2-nél kisebb méretii olyan ponthalmazait
vizsgéltdk, melyek minden egyenest 1 mod /g pontban metszenek. (Az ilyenek
mind egyenesekre nézve lefogd halmazok.) Megmutattdk, hogy ezen ponthalma-
zok un. linedris lefogd halmazok (specidlis osztélyba tartozé lefogd ponthalmazok).
Valamint azt is, hogy h = 1 esetén minden, 3(¢"~! + 1)/2-nél kisebb méretfi, (tar-
talmazdsra nézve) minimalis, egyeneseket lefogé ponthalmaz linedris.

[SzW]-ben Sz&ényi és Weiner kiilonboz6 véges geometriai struktirakra, példaul
PG(2,q) lefogé ponthalmazaira, paros halmazaira (olyan ponthalmazokra, me-
lyek minden egyenest paros sok pontban metszenek), hiperovalisaira (legkisebb
méreti paros halmazokra) vonatkozo stabilitdsi tételeket bizonyitottak. Ezek arrdl
szolnak, hogy ha egy struktira egy valamilyen értelemben extremalis példahoz
kozel van (az extremalis példdhoz képest nem tul sok ,irregularis” egyenessel ren-
delkezik), akkor az mindig megkaphat6é az extremédlisbdl kis vatoztatdssal, azaz
néhany pont hozzavételével illetve torlésével. A tételekben a megengedett irre-
guldris egyenesek nagysagrendje ¢3/2. A [SzW]-beli médszerek kévetkezménye Ja-
mison affin sikbeli lefogé ponthalmazok minimélis méretére vonatkozo tételének, il-
letve Segre ivek bedgyazhatdsagara vonatkozd eredményének egy-egy 1j bizonyitédsa.



PG(2,2") egyenesei altal generalt linedris kéd kédszavainak dudlisai paros halma-
zok. fgy az ide vonatkozo stabilitdsi eredmény kovetkezménye egy, a kddszavak
silyainak spektrumat leiré allitds, mely megjavitja Lavrauw, Storme, Sziklai és
Van de Voorde korabbi spektrumra vonatkozé eredményét.
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