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Kutatasi elozmények, motivalo tényezok, célkitiizések

A klasszikus, elmozduldsmezore és a virtualis munka elvre épiilé végeselem-modellekkel
szembeni egyik legnagyobb kihivast azok a numerikus konvergencia problémaék jelentik,
amelyek az angol nyelvii — ezen a teriileten is oridsi méretii — szakirodalomban numeri-
cal locking néven ismertek (magyarul a problémdat numerikus bemerevedésként is szokds
emliteni). Ez a jelenség elsésorban az alacsonyrendi approximéciét és elemstiritést alkal-
mazé un. h-verziés végeselem-modszerre jellemz6 olyan, tobbnyire valamilyen kicsiny, de
valésagos paramétert tartalmazo problémak megoldasanal, amikor a paraméter értéke zé-
rushoz tart. Megnyilvanulasanak lényege, hogy a numerikus megoldas hibaja a végeselemes
modell szabadsagfokdnak (elemszaménak) novelésével nem, vagy alig csokken, stilyosabb
esetben novekszik. A problémaék jelentOs része elkeriilheté a rogzitett méreti elemeken
alkalmazott polinomok fokszamanak novelésével, az in. p-verzios végeselem-modszer alkal-
mazasaval. Szilard testek végeselemes modellezésének teriiletén a legkomolyabb — jelenleg
is megoldatlan — nehézségek héjak (ezen beliil is elsésorban a vékony héjak), tovabba az in.
osszenyomhatatlan (inkompresszibilis) anyagok megbizhaté szémitdséanal tapasztalhatéak.

A numerikus modell-alkotas szintjén a végeselemes approximacio hibait, illetve a hiba
konvergencia sebességét két lényeges koriilmény befolydsolja: (1) A numerikus megoldés
alapjaul valasztott variacios formalizmus, amely egyben a fiiggetleniil approximalt mezdk
megvalasztasat is jelenti; példaként az elmozduldsmezon alapuld virtudlis munka elv, a
fesziiltségmezon alapuld kiegészité virtualis munka elv, valamint a tobb fiiggetlen mez6
egyidejli approximacidjan alapulé varidcids elvek emlitheték meg. (2) A végeselemes mo-
dellezés soran valasztott approximacié tipusa; itt meg szokés kiilénboztetni a fentebb méar
emlitett a A-tipust, vagy alacsonyrendii approximaciot, a p-tipusi, vagy magasabb rendi
approximaciét, valamint a kétféle kozelités elonyeit egyesité hp-tipusi approximaciot.

A numerikus konvergencia problémak elkeriilésének egyik hatékony és megbizhaté maédja
a fesziiltségmez6, valamint a tobb fiiggetlen mezo6 egyidejii approximaciéjan alapulé — un.
tobbmez6s (az angol szakirodalomban multi-field) varidcids elvek alkalmazésa, illetve az
ezen alapulé (mized-hybrid tipusi) végeselem-modellek kidolgozasa. Ebben az esetben a
bonyolultabb, elméletileg is igényesebb formalizmus, a fiiggetlen valtozok approximacios
tereinek megfelelé megvélasztasa, az elem-modellek magasabb szabadsagi foka, valamint a
numerikus algoritmusok, illetve a programozasi feladat Gsszetettsége jelentenek nehézséget.



A kutatasi feladat célkitlizéseit leginkabb az a — szakirodalomban 1998-ban kozzétett,
matematikailag is bizonyitott — felismerés motivélta, mely szerint bizonyos héjfeladatok ese-
tén az elmozduldsmezére épiilé p-verzids elemek sem mentesek a numerical locking (ezen
beliil is els6sorban a membrane locking) nevii jelenségtél, vagyis ilyen esetekben sem a h-,
sem a p-verzios héjelemek nem tudnak megfelel6 konvergenciaji megoldast adni a mérnoki
alkalmazédsok szempontjabdl elsérendii fontossdgu fesziiltségmezére nézve. A tervezett ku-
tatasok elsésorban olyan 1j tipusi, a nem a priori szimmetrikus fesziiltségmezon és forgas-
mez6n alapul6, magasabb rendil (p-verziés) végeselem-modellek kidolgozédséara irdnyultak,
amelyek lehet6vé teszik a héjak, mint haromdimenziés kontinuumok fesziiltségi allapotanak
az eddigieknél megbizhatébb, numerikus konvergencia probléméak nélkiili szamitasat.

A vizsgédlatok els6 1épésében az egyszeriibb geometridji héjak (forgdshéj, korhengerhéj)
modellezésének tervei szerepeltek. A munka elméleti hatterét részben az a témavezeto altal
korédbban kidolgozott altaldnos nemlinearis héjelmélet képezte [Bertéti E.: Héjak nemlinedris
elmélete fesziiltségmezdvel és forgasmezdvel, MTA doktori értekezés, Magyar Tudomanyos Akadémia —
Miskolci Egyetem, Miskolc, 2003, 133 p.|, amelynek alapjan — a palydzat el6zményeként — mér
sikeriilt lemezekre (sik kozépfeliiletli héjakra) egy numerikus konvergencia probléméktol
mentes hp-verziés, dimenzié szerint redukélt lemez-elemet kidolgozni. Ez a lemezmodell,
illetve lemez-elem — a varakozasoknak megfeleléen — megbizhaté numerikus eredményeket
adott olyan vékonysagu lemezek esetében is, amelyeknél a klasszikus, elmozduldasmezon
alapulé modellek, illetve elemek megbizhatatlan, vagy értékelhetetlen eredményekhez ve-
zetnek, kiillonosen a fesziiltségmezoére nézve.

A péalyazat benyujtasakor és elfogaddsakor a témavezetd volt az egyetlen palyazatban
megnevezett résztvevo, de — a lehetdségektol fiiggden — tervezve volt egy-egy f6 egyetemi
hallgato, vagy doktorandusz bevonasa is a kutatomunkaba.

Az elvégzett kutatéomunka és a kutatasi eredmények

A palyazatban megjelolt kutatdsi teriileten beliil a végrehajtott kutatémunka és az ed-
dig elért eredmények harom egymassal részben Osszekapcsolhaté részteriilethez kothetok.
Az egyik irdany a Fraeijs de Veubeke-féle kétmezds variacios elven alapulé haromdimenzids
végeselem-modell kifejlesztésére iranyult, amely lemezek és héjak esetén is alkalmazhaté.
A masik irany ugyancsak a Fraeijs de Veubeke-féle variaciés elven alapul, de ebben az eset-
ben egy dimenzi6 szerint redukélt héjelem (végeselem-modell) kifejlesztése volt a cél, elsd
lépésben koérhengerhéj-feladatok numerikus megoldésara. A kutatds harmadik irdnya a ha-
rommez0s Hellinger-Reissner-féle variacios elv alkalmazasa héjfeladatokra, amely magéaban
foglalja a dimenzié szerinti redukciéval eléallitandé héjmodell kidolgozdsat, majd ennek
alapjan 1j tipusu végeselem-modell kifejlesztését. Az elem-modellek kidolgozasa mellett
mindharom kutatdsi irany esetében célkitlizésként szerepelt konkrét, sajat fejlesztésti ku-
tat6i kodok (végeselemes algoritmusok és eljardsok, valamint program-rutinok) kidolgozésa
is. A harom megjelolt iranyban végzett kutatomunka részletesebb leirdsa és az eredmények
rovid, tomor osszefoglalasa kovetkezik az alabbiakban.



Haromdimenziés elem-modell fesziiltségmezovel és forgasmezovel. A Fraeijs de Veu-
beke-féle kétmezOs variacids elven alapulé haromdimenzids elem-modellek az elsorendii
fesziiltségfiiggvény-mezo6 és a forgasmezd kozvetlen approximaciéjan alapulnak. A modell
felépitésének kulcslépései koziil itt kettét érdemes kiemelni: (1) stabil approximécids te-
rek meghatarozasa a megfeleléen kivéalasztott hat fiiggetlen elsérendii fesziiltségfiiggvényre
és a harom szogelforduldsmezére; (2) az elsérendii fesziiltségfiiggvények azon kombindciéi-
nak meghatarozasa, amelyek zérus kiegészité alakvéltozasi energiat adnak. A mésodikként
emlitett probléma jelentoségét csak a munka programozasi fazisaban, a kidolgozott elem-
modell implementaldsa soran ismertiik fel, a palyazat benyujtasanak idépontjaban ennek
vizsgalatat nem terveztiik (nem lattuk). Viszont a numerikus modell mitkédése szempont-
jabdl megkeriilhetetlen problémardl volt szo, ezért erre vonatkozoan elméleti vizsgalatokat,
illetve — a palyazatban tervezett vizsgalatokhoz képest extra — kutatomunkat kellett vé-
gezni. Az ezen iranyban végzett vizsgalatokat és az elért 1j eredményeket egy, az Acta
Mechanica foly6iratban megjelent cikkben ismertettiik [9]. A cikkben foglalt eredmények
elméletileg és gyakorlatilag (a haromdimenziés elemmodell megfelel miikodéséhez) is fon-
tosnak bizonyultak, amelyek alapjan egy hatékony, haromdimenzids, hp-verzids végeselem-
modellt tudtunk kifejleszteni, elsé lépésben egyenes oldali hexaéder (téglatest) alaku ele-
mek esetében, amikor a mester-elem és az aktudlis elem kozotti geometriai leképezés line-
aris.

A munka soran az elem-modellt egy sajat fejlesztésti, C/C++ forrasnyelvii szamitégépi
programba implementéaltuk, amely jelenlegi formédjaban egy tobb ezer program-sorbdl 4116
kutatéi kéd. Egyszeriibb geometriaju testek haromdimenzids peremértékfeladatainak vége-
selemes megoldasan keresztiil tobb 6sszehasonlité szamitast végeztiink, majd a vizsgédlato-
kat vékony lemezfeladatok megoldasaval folytattuk, ezeket is haromdimenziés feladatként
modellezve. A szamitasi eredményeket Osszevetettiik a szakirodalomban ko6zolt analitikus
és végeselemes megoldasokkal, és a kordbbi, sajat fejlesztésti, de dimenzi6 szerint redukalt
(kétvaltozos) lemezmodellekkel is. Numerikusan igazoltuk, hogy a kifejlesztett harom-
dimenzios elem-modell numerikus konvergencia problémaktol mentes eredményekre vezet
Osszenyomhatatlan anyagu vékony lemezek esetében is, vagyis az elem-modell — a korab-
ban kifejlesztett kétdimenzios modellek kivalé approximacios tulajdonsagait megtartva —
héromdimenziés koriilmények kozott is megbizhaté fesziiltségeket eredményez (angol ter-
minoldgiaval incompressibility locking-free és shear locking-free elemek), az alkalmazott
approximacié tipusatdl fiiggetleniil, vagyis mind h-, mind p-tipusu approximaciénal. Az
eredmények egy részét az [5]-[8] publikdcidkban ismertettiik. A konferencidk koziil kieme-
lenddnek tartjuk a [7]-ben jelzett workshop-ot, amelyre csak személyes meghivés alapjéan,
egy sziikebb kutatasi teriileten dolgozé kutatdk vehettek részt és mutathattak be eredmé-
nyeiket. Magyar viszonylatban az elért eredményeket a X. Magyar Mechanikai Konferen-
cian, plenaris el6adas keretében mutathattuk be.

A kutatas fenti iranyaban 2007-ig a témaveté — mint a palyazat egyetlen résztvevije —
végzett kutatasokat. A munka menetét és az elért eredmények publikalasat jelentosen befo-
lyasolta az — a palyazat beadasa soran még nem tervezett — koriilmény, hogy a témavezeto
2007-ben tanszékvezet6i megbizatast vallalt el a Miskolci Egyetem Mechanikai Tanszékén.



Ez a megbizatas a magyar felséoktatas BSc-MSc rendszerre vald atéllitasa idejében olyan
mértéki adminisztracios terhelést jelentett, aminek kovetkeztében a fenti kutatasi iranyban
végzett kutatomunka jelentosen lelassult. Ugyanakkor a kutatési feladat végrehajtasaba —
az elézetes terveknek megfelelen és az OTKA Iroda engedélyével — sikeriilt két olyan, ak-
kor még doktorandusz hallgatot bevonni, akik a megpalyazott témaban kezdo kutatéként is
megfeleld szinvonali munkat tudtak végezni. Jelenleg mindketten egyetemi tanarsegédként
dolgoznak a Miskolci Egyetem Mechanikai Tanszékén, ami azonos a témavezeto kutatéhe-
lyével, illetve munkahelyével. A két fiatal kutato altal — a témavezeto iranyitasaval, de
lényegében onalléan — végzett kutatomunka eredményeit mutatja be a jelentés kovetkezo
része.

Héjmodell és héjelem kifejlesztése kétmezos variacids elv alapjan. A kutatds ezen —
fentebb masodikként jelzett — iranyandl kiindulast jelentett a témavezeto altal korabban
kidolgozott, az egyensulyi, de nem a priori szimmetrikus fesziiltségmezore és a forgasme-
z6re épild altalanos, nemlinedris, dimenzié szerinti redukalassal szarmaztatott héjelmélet,
melynek egyik fontos tulajdonsaga, hogy a klasszikus héjelméletek alapjaul szolgald kine-
matikai és fesziiltségi hipotéziseket nem tartalmaz, igy a haromdimenzids anyagegyenletek
modositasok nélkiil alkalmazhatok. Ezen altalanos héjmodell egyenleteibdl kiindulva meg-
tortént a forgashéjak, majd a korhengerhéjak, mint specidlis geometriaji héjak egyensulyi
fesziiltségmezdjének a szarmaztatasa, elsérendii fesziiltségfiiggvények alkalmazasaval. Ezt
kovetoen a kiegészito virtualis munka elv korhengerhéjakra vonatkozé kétdimenziés funk-
cionaljanak levezetésére, majd a héjmodell Euler-Lagrange egyenleteinek és természetes
peremfeltételeinek szarmaztatdasara keriilt sor. Ezek — felsorolasszeriien — az alakvalto-
zasi és a szogelfordulds-koordinatak vastagsag menti integralasaval képzett alakvaltozasi
és forgasi eredokre vonatkozo elsorendii kompatibilitdsi egyenletekbol és a nyirofesziiltsé-
gek szimmetridjat integral-atlagban biztosité egyenletekbdl allnak. A héjmodell termé-
szetes peremfeltételeit az emlitett eredok és az eldirt elmozdulasok ereddi kozott fennalld
elmozdulasi peremfeltételek, tovabba az alakvaltozasi eredékre vonatkozé kompatibilitasi
peremfeltételek alkotjdk.

A transzlacios egyensilyi egyenletetek elsérendi fesziiltség-fiiggvényekkel vald kielégi-
tése soran a fesziiltségfiiggvény tenzor kilenc koordinatajabol csak hat fiiggetlen, ez Gssze-
sen 27-féle lehetoséget jelent. Ezek koziil a végeselemes modell felépitéséhez egy elonyos-
nek bizonyulé kombinaciét valasztottunk ki. A ismeretlenek szamanak csokkentését a
palastperemen eldirt fesziiltségi peremfeltételek figyelembevételével értiik el, amely a meg-
felelo fesziiltségfiiggvények palastterhelési értékekkel valo kifejezését jelentette. Tovabbi
ismeretlen-szam csokkentést jelentett a sorba fejtett fesziiltségi koordinatakra vonatkozo
szimmetriafeltétel integral-atlagban torténd teljesitése. A fesziiltség-fiiggvény tenzor kiva-
lasztott és sorba fejtett koordinatainak approximacioja a normal iranyu fesziiltségvektorok
" folytonossagét az elemhatarokon biztositotta. A végeselemes algoritmus kifejlesztésekor
kiilon figyelmet kellett forditani a zérus kiegészito energiat adé fesziiltségfiiggvény-modok
kezelésére, illetve az alkalmazott approximécids fliggvényterek kivalasztasara.

Analitikus vizsgalatokat és a programozési feladatot els6 1épésben forgasszimmetrikus



terhelési esetre végeztiik el. Homogén, izotrop és linearisan rugalmas anyagot feltételezve,
valamint a forgasmezdt eliminalva a forgasszimmetrikus terhelési eset visszavezetheto egy
negyedrendii, allandé egyiitthatos, linearis, inhomogén differencidlegyenletre. Az igy szar-
maztatott analitikus megoldas elénye — tobbek kozott — az, hogy egyrészt tartalmazza a
nyirasbol szarmazo energiat, masrészt bonyolultabb paldstterhelési feladatok megoldasat is
lehetové teszi. Igazoltuk tovabba, hogy ha a héj vastagsaga kozelit a nullahoz, akkor a fe-
sziiltségekre kapott megoldés visszaadja a Koiter-féle héjmodell altal szamitott megoldast.
Az analitikus megoldas jol felhasznélhaté a numerikus megoldasok hibaanalizisénél is.

A numerikus szamitasokhoz készitett végeselemes program C/C++ forrasnyelven késziilt,
sajat fejlesztésti algoritmusok és rutinok alkalmazéasaval. A programot, illetve annak miiko-
dését kiilonféle korhengerhéj-feladatok megoldasain keresztiil teszteltiik. Ezek magukban
foglaltdk azokat a a peremzavarasi és palastterhelési feladatokat is, amelyeknél a megoldas
lefutdsa exponencialis jellegii és erGsen fiigg a héj vastagsagatol. A numerikus megolddsok
eredményeinek mas, ismert megoldasokkal torténé osszevetésén keresztiil igazoltuk, hogy a
kifejlesztett héjmodell és héjelem a héj vastagsidganak valtozasa (vékonyodésa) esetén sem
vezet numerikus konvergencia problémékhoz. Ez a megéllapitas egyarant érvényes a h- és
p-tipusi kozelitésekre. A kutatdsi program ezen iranydban elért eredményeket a [10]-[19]
publikdciékban mutattuk be.

Héjmodell és héjelem kifejlesztése harommez0s variacids elv alapjan. A kutatas ezen
— fentebb harmadikként emlitett — irdnyanal a harommezos Hellinger—Reissner-féle variacios
elvet alkalmaztuk forgashéjakra, a linearis rugalmassagtan keretei kozott. Az elv funkcio-
nalja a teljes kiegészito energia maximum elv funkcionaljabol, a hozza kapcsolddd mellékfel-
tételeknek a funkciondlba torténé illesztésével szarmaztathatd, alkalmazva a Lagrange-féle
multiplikdtoros technikat. Az elmozduldsmezo6 variacios elvben torténo kozvetlen megjele-
nése lehetové teszi a héjak dinamikai — pl. rezgéstani — feladatainak a vizsgalatat is.

A kutatémunka elsé 1épéseként és eredményeként egy olyan forgashéj-modellt dolgoztunk
ki, amelynek alapvaltozoi a forgadsmezd, az elmozduldasmezd és a nem a prior: szimmetrikus
fesziiltségmezd. Ennek soran eloallitottuk a forgashéj kozépfeliiletének geometriai jellem-
z6it leir6 mennyiségeket — a metrikus tenzorokat és a gorbiileti tenzort, majd a kozépfelii-
leti pontokra illesztett feliileti koordinata-rendszer és a kozépfeliileten kiviili héjpontokhoz
kotott koordinata-rendszer kapcsolatat hataroztuk meg. Ezek utan felirtuk a két loka-
lis koordinata-rendszerben értelmezett kovaridns derivalasok kozotti kapesolatot. Mind-
ezek ismeretében, a héj vékonysagara tett feltételezések figyelembevételével eloallitottuk a
haromdimenziés Hellinger—Reissner-féle variacios elv funkcionaljat vékony forgashéjakra.
Masodik lépésben az alapvéltozok dimenzié szerinti redukélasat végeztiik el, mely soran
az elmozdulasvektor és a forgasvektor koordinatait elsoéfokid, mig a fesziiltségtenzor koor-
dinatait els6- és masodfoku polinomokkal kozelitettiik a vastagsag mentén. Ezek utan a
sorbafejtett valtozokat behelyettesitettiik a Hellinger—Reissner-féle varidciés elv funkcional-
jaba. Bevezetve az alakvaltozasi, forgasi és elmozdulési eredoket, a Hellinger—Reissner-féle

------

Euler—Lagrange egyenleteit és természetes peremfeltételeit.



A kutatomunka kovetkezo 1épéseként a forgashéj-feladat harom alapvaltozéja koziil a for-
gasmez6t eliminaltuk a varidcids elvbol a forgasi egyensiilyi egyenlet integral-értelemben
torténo kielégitésével. Ezaltal, valamint a palastterhelések variacids elvbe torténd beépité-
sével tovabb csokkentettiik az ismeretlen fesziiltségi koordinatak szamat. fgy hat fesziiltségi
és négy elmozdulas-koordinata maradt ismeretlenként a forgashéj-modell hiizas-nyomaés és
hajlitas-nyirasi feladatdra vonatkozoéan. Az Euler—Lagrange egyenletek figyelembevételével
meghataroztuk a tiz ismeretlen koordinatat kozelité approximéciés polinomok egymashoz
viszonyitott fokszamat, mely mind a h-, mind a p-tipusu végeselem-modell feldllitasahoz
sziikséges.

A kutatési periédus utolsé évében a harommezds Hellinger—Reissner-féle variaciés elven
alapjan kidolgozott forgashéjmodellbol szarmaztattuk a korhengerhéjakra vonatkozé mo-
dellt, illetve egyenletrendszert. Ezt kdvetden egy 1j tipustu, hp-verzidos végeselem-modellt
dolgoztunk ki kérhengerhéjakra. A numerikus megoldasokra alkalmas szamitégépi program
C/C++ forrdasnyelven keriilt kifejlesztése. A programmal, illetve az elem-modellel kapott
numerikus eredmények Gsszevetettiik a szakirodalomban talalhaté, mas (elmozduldsmezon
alapulé) modellekkel és programokkal szamitott eredményekkel. Numerikusan igazoltuk,
hogy kifejlesztett héjmodell és a kapcsoldédd végeselem-modell megbizhatd, az angol szak-
irodalomban incompressibility locking néven ismert numerikus konvergencia problématol
mentes eredményeket biztosit a fesziiltségmezore és az elmozdulasmezére nézve is, mind
h-, mind p-tipusu végeselemes approximacié esetén. A kutatdsok ezen iranyaban elért
eredményeinket a [20]-[29] publikdciékban mutattuk be.

Az eredmények hasznositasanak lehetdségei

A kifejlesztett hp-verzids végeselem-modellek, illetve végeselem-programok a jelenlegi ki-
dolgozottsagi szinten egyszeriibb geometriaju haromdimenzids feladatok, valamint lemez-
és korhengerhéj-feladatok numerikus konvergencia problémak nélkiili végeselemes meg-
oldasara alkalmazhatok. A fesziiltségmezd, a forgdsmezé és — a harmadik bemutatott
kutatdsi irany esetében — az elmozdulasmez6 egyideji, kozvetlen approximacidjara épiild
elem-modellek a hagyoméanyos, elmozdulasmezon alapuld végeselem-modellekkel szembeni
elényei — a kutatasi célkitlizésekben is megfogalmazott elvarasokkal 6sszhangban — elsosor-
ban 6sszenyomhatatlan anyagi vékony lemezek és héjak szamitasanal jelentkeznek. Ezen
elonyok koziil elsé helyen a mérnoki alkalmazasok szempontjabdl kiemelked6 fontossagu
fesziiltségmez6 megbizhato és pontos kiszamithatésaga emlitendé meg. A kés6bbi, nemli-
nearis alkalmazasok szempontjabol kiemelt fontossagot tulajdonitunk annak, hogy a kidol-
gozott hp-verzios végeselem-modellek nemcsak p-, hanem A-tipust approximacio esetén is
mentesek az elmozduldsmezén alapulé modelleknél tapasztalhaté numerikus konvergencia
(angol nevén numerical locking) probléméktol.
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