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1. PUBLIKALT EREDMENYEK

A kutatémunka téméja a Riemann-sokasiagoknal altaldnosabb differencidl-
geometriai terek, az un. Finsler-terek konform geometridjanak vizsgalata.
Egy sokasdg - altaldnossdgban szdlva - akkor valik Finsler-sokasigga, ha az
érintGtereken meg van adva egy-egy olyan funkciondl, ami az érint6vektorok
hosszdnak mérését lehet6vé teszi. Az egységgdmbok az origdt a belsejiitkben
tartalmazd, de nem feltétleniil centralszimmetrikus konvex testek, melyek
hatéra legaldbb C* - osztalyt feliilet. Geometriai (és vizualis) szempontbél
ilyen alakzatok sima Osszeflizésével kapunk Finsler-sokasagot. A funkcional-
sereg birtokaban természetesen az alapsokasiagon adott folytonosan diffe-
rencialhaté gorbék ivhossza is szdmithato a szokasos integralformula sze-
rint. Az M sokasdgon adott két funkciondlsereg akkor konform ekviva-
lens egymassal, ha tagjaik pontonként egymas skalarszorosai. A Finsler-
sokasagok altaldnos vizsgalata fejlett kalkulativ eszkozoket igényel, a tel-
jes éltaldnossagban fellép6 [25] formuldk bonyolultsdgéra tekintettel pedig
specidlis tértipusok vizsgalata latszik célszertinek.

Az un. Berwald-sokasagokat példdul az tiinteti ki, hogy az alapsokasagon
megadhatd egy torzidmentes linedris konnexi6 tgy, hogy az altala indukélt
parhuzamos eltoldsok megérzik az érintévektorok Finsler-féle hosszat (vagyis
a linedris konnexié kompatibilis a Finsler-féle metrikus struktirdval). Ez az
egyik legismertebb tértipus, ha nem is a konform geometria szempontjabdl
nézve. A kutatémunk&dt motivald alapkérdés ugyanis az a M. Matsumoto,
a Japan Finsler-geometriai iskola vezetd kutatéja altal 2001-ben felvetett
probléma [11], hogy léteznek-e nem trividlisan konform ekvivalens Berwald-
sokasdgok (a trividlis ekvivalencia azt jelenti, hogy a funkciondlok kozotti
pontonként fellépé skalarszorzé ponttdl fiiggetleniil is konstans). A kérdésre
2003-ban tagadd valaszt sikeriilt adni a [25] dolgozatban, azonban csak
egy tovabbi, a cimben is jelzett feltétel mellett, nevezetesen, ha az in-
dikatrixfeliiletek szekciondlis gorbiilete mindig pozitiv egy a Finsler-funkcio-
nélbdl konstrualt Riemann-struktirara nézve - ez utobbi a vertikalis résznya-
labon adott Riemann-metrika (a Riemann-geometridbdl ismert Sasaki-metri-
ka altaldnositdsa). A kutatémunka keretén beliil eldszor is ezt az eredményt
sikeriilt tovabbfejleszteni a [22] és [24] dolgozatokban. F& eredményiink
szerint két Berwald-sokasag kozotti konform ekvivalencia mindig trividlis
hacsak nem Riemann-sokasigokrdl van szé (az indikatrixfeliiletre vonat-
koz6 feltevést tehat sikeriilt eliminalni). Ez fontos mozzanat, hiszen minden
tovabbi 1épés ennek fliggvénye volt, nevezetesen egy kevésbé ismert tértipus,
az in. Wagner-sokasagok strukturdjénak leirdsa. Ezeknek esetében ugyan-
csak létezik a Finsler-féle metrikus struktiraval kompatibilis linearis kon-
nexié az alapsokasdgon, de nem torziémentes, hanem szemiszimmetrikus,
azaz torzidtenzora a

T(X,Y) = S(XaY — YaX
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képlet szerint hat, ahol a egy az alapsokasdgon adott sima fliggvény. Segitsé-
gével minden Wagner-sokasdg esetén egy vele konform ekvivalens Berwald-
sokasag konstrudlhatd és megforditva, ha egy Finsler-sokasag konform ek-
vivalens egy Berwald-sokasaggal, akkor Wagner-sokasag. FEz Hashiguchi és
Ichijyo klasszikus tétele, azonban nem oldja meg a Wagner-sokasigok bels6
geometriai leirdsdnak problémajat: hogyan fejezheté ki ez a bizonyos «
fliggvény a sokasag kozvetleniil szamithaté adataival?

A Matsumoto-, illetve a Wagner-sokasdgok belsé geometriai leirdasara vo-
natkozé probléma ott kapcsolédik 6ssze, hogy a (nem Riemann) Berwald so-
kasdgok kozotti trivialis konform kapcsolat maga utdn vonja az « fliggvény
egyértelmiiségét (legaldbbis additiv konstans erejéig), ami azt jelenti, hogy
a (nem Riemann) Finsler-féle metrikus strukturaval kompatibilis konnexié
egyértelmiien meghatarozotta valik a Wagner-sokasigok esetében. Ez termé-
szetesen fontos motivacié. A Matsumoto probléma tisztdzasa utan tehat eb-
ben az irdnyban folytattunk kutatasokat. Erdekes specialis eset egy explicit
képlettel leithaté tértipus, az in. Randers-sokasagoké. Itt a Finsler-féle
alapfiiggvény konstrukciéjdhoz egy Riemann-féle metrikus tenzorbdl szar-
maz6 normét deformdlunk egy additiv linedris taggal (1-forma). A [21]
dolgozatban sikeriilt egy parcidlis differencidlegyenletrendszer megoldasara
visszavezetni a problémat és azoknak a Riemann-sokasdgoknak a lokélis
strukturajit lefrni, melyek megengedik a Riemann-féle metrikus tenzorbdl
szarmazoé normafiiggvény linearis deformaciéjat ugy, hogy Wagner-sokasdgot
kapjunk. Erdekesség, hogy a konstans gorbiileti Riemann-sokasagok koziil
egyedill a negativ gorbiiletii (hiperbolikus tér) johet széba. Ezek Wagner-
sokasaggd deformdlt osztalyat nevezi Szabd Zoltan Bolyai-Lobacsevszkij-
Finsler-féle térnek. A Randers-terek specidlis funkcionaljaival végzett sza-
mitasok arra a gondolatra vezetnek, hogy a Wagner-sokasdgok belsé geomet-
riai lefrdsdanak probléméajat egy olyan, az alapsokasidgon adott Riemann-
struktira segitségével oldhatjuk meg, ami a Finsler-funkcional szarmaztatési
modjatol fiiggetlentil a rendelkezésiinkre &ll és specidlis esetekben kompa-
tibilis a Finsler-féle metrikus strukturdval. Szabé Zoltan [17] megmutatta,
hogy Berwald-sokasdgok esetén az alapsokasagon adott és a Finsler-féle met-
rikus struktaraval kompatibilis, torziémentes linearis konnexié mindig Rie-
mann-metrizalhat6. Bizonyitdsa a Lie-csoportok elméletén alapszik. Az
altalunk adott bizonyitas szerint viszont direktebb mddon, a vertikalis rész-
nyalabon adott Riemann-metrika indikatrixfeliilleten vett integraljaval is met-
rizdlhatunk. Az elérelépés abban 4all, hogy ez természetesen nem csupén a
Berwald-sokasdgok, hanem tetszoleges Finsler-sokasig esetén is lehetséges
és a [23] dolgozat {6 eredménye szerint, ha egy linedris konnexié kompa-
tibilis a Finsler-féle metrikus strukturaval, akkor ezen a moédon mindig
Riemann-metrizalhatd, a torzid specidlis forméajatol fiiggetleniil. Ennek a
Finsler-sokasdghoz csatolt kanonikus Riemann metrikdnak a segitségével
sikeriilt a Wagner-sokasagok torziéjaban szereplé « fiiggvényre egy diffe-
rencidlegyenletrendszert felirni [24] és ezzel a belsé geometriai jellemzés
probléméjat a specidlis esethez hasonléan megoldani. A Randers-sokasagok-
nél viszont a csatolt Riemann-sokasag struktirdjara vonatkozdan is sziiletett
eredmény és a kutatémunka kovetkezo allomésa ennek a fazisnak az altaldano-
sitdsa volt (illetve jelenleg is folyamatban van).
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Az alapprobléma tehéat: adott egy Riemann-sokasdg, milyen feltételek
mellett ,,épithetiink” ra egy nem Riemann Wagner-sokasagot? Szabd Zoltan
Berwald-sokasdgokra vonatkozd elmélete ennek a kérdésnek azt a specialis
valtozatat valaszolja meg, mely a Berwald-sokasdgokra vonatkozik. Arrdl
van sz6, hogy a Riemann-sokasag egy adott (akar a torzidmentes Lévi-Civita,
akdr egy szemiszimmetrikus) metrikus linearis konnexi¢jat atmetrizaljuk egy
Finsler-féle metrikus strukturaval. Ekvivalens mdédon, hogy megadjunk egy
olyan Finsler-féle funkcionalt, mely a széban forgd linearis konnexié ho-
lonémiacsoportjaval szemben invarians. Ezek utdn a parhuzamos eltolas
segitségével a metrikus struktira a teljes sokasdgra kiterjeszthetd. FErre
nyilvan csak akkor van remény, ha a holonémiacsoport nem tranzitiv az
érintéterek egységgdmbjein, ami a Lévi-Civita konnexié (azaz a Berwald
terekre vonatkoz6 kérdés) esetében arra vezet, hogy vagy lokdlisan redu-
cibilis, vagy lokalisan irreducibilis, 1-nél nagyobb rangu lokalszimmetrikus
Riemann-sokasdgrol van sz6. Ez a Berwald-sokasagokra vonatkozd Szabd
Zoltan - féle strukturatétel alapja, ami M. Berger és J. Simons [16] egy
Riemann-sokasag Lévi-Civita konnexiéjanak holonémiacsoportjaval kapcso-
latos vizsgalataira épiil. Szabd Zoltan bebizonyitotta, hogy a lokalisan redu-
cibilis, illetve lokalisan irreducibilis, 1-nél nagyobb rangt lokalszimmetrikus
Riemann-sokasig esetében az atmetrizalas valéoban lehetséges. Ehhez a Lie-
csoportok és Lie-algebrak klasszikus elméletén &t vezetett az it. Az altalunk
kovetett modszer elkeriili ezeket a klasszikus nagy elméleteket és egy tjnak
tekintheto elmélet, az altaldnositott kiupszeleteken keresztiil oldja meg az
atmetrizalasi problémat és nem csak Berwald-sokasdgok esetében.

Altaldnositott kipszeleten az n - dimenziés valés koordindtatér olyan
alakzatat értjiik, melynek pontjaira egy rogzitett G halmaz pontjaitol mért
atlagos tavolsag ugyanakkora. A G halmaz elemeit nevezziik fékuszoknak.
A fokuszok nem feltétleniil véges szamossdgi ponthalmazt alkotnak, mint
ahogy a tavolsdgmérés soran sem feltétleniil az euklideszi tavolsdg jatszik
szerepet. Mindezeken til az dtlagolasi eljarasra vonatkozdan is kiillonb6zokép-
pen jarhatunk el: silyozott (de véges) Osszegek, integral stb. Ebbe a kon-
cepciéba a szakirodalomban fellelheté valamennyi altaldnositott kupszelet-
probléma beillesztheto. A klasszikusok koziil emlitést érdemel a multi-
fokalis ellipszisek témakore, melyek pontjaira a véges G halmaz pontjaitdl
mért tavolsdgok Osszege (vagy, ha tgy tetszik, szdmtani kozepe) éallando.
A tobbfékuszua ellipszisek természetes modon bukkannak fel optimalizalasi
feladatokban. Ezek kozos eredete a Fermat - probléma mely koriilbelil a
XVIII szézad kozepére datalhatéd: egy adott ABC haromszog sikjaban ke-
ressiik meg azt a P pontot, melyre a PA, PB és a PC tédvolsadgok Gsszege
a minimadlis! Ismeretes, hogy a hdromszidglemez belsejének éppen arrdl a
pontjarol van szo, melybdl mindharom oldal 120°-o0s szogben latszik, feltéve,
hogy a hiaromszognek nincs ekkora, vagy ennél nagyobb szoge. Ha mégis,
akkor a megoldas éppen az a cstcs, ahol a kritikus szog fellép, illetve a kriti-
kusnal nagyobb szog talalhaté. Tetszoleges, de véges sok fékuszpont esetén
is ismert a minimumhely jellemzése (E. Weiszfeld, 1937). Vazsonyi Endre
vetette fOl a kérdést, hogy valamely konvex, zart sikgorbe tetszélegesen app-
roximdalhaté-e tobbfékuszu ellipszissel, ha a fékuszok szama elég nagy. A
valasz tagadd ugyanis Erdés Pal és Vincze Istvan bebizonyitottdk, hogy
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egy egyenlo oldalii haromszog nem kozelithet6 meg tetszoleges pontossiggal
ilyen médon. Tételiik egy friss feldolgozasa taldlhaté a [19] dolgozatban,
mely az els6 1épést jelentette az dltalanositott kiupszeletek tanulmanyozasa
felé.

A multifokélis ellipszisek olyan linedris konnexidk atmetrizaldsara alkal-
mazhatok, melyek holonémiacsoportja invaridnsan hat a fékuszok (véges)
halmazén; ez a gondolat méar szerepel a [20] dolgozatban. Ennek dltaldnosita-
saként vetddott fel egy olyan kupszeletfogalom kidolgozasa, melynél a féku-
szok nem véges, de geometriai szempontbdl kezelhet$ halmazt (gorbét, feliile-
tet stb.) alkotnak, az dtlagos tavolsdgot pedig integréaldssal hatdrozzuk meg.
Ezek elmélete azonban gyerekcipében jar, ugyanis - altaldnossagban szdlva -
gyokos kifejezések integréldsa a feladat, melyek mér a legegyszertibb (nem-
trividlis) gorbék, illetve feliiletek (korok, illetve gombok) esetében is ellip-
tikus integralokat adnak. Valészintileg ennek a komoly technikai problé-
manak koszonhetd, hogy ez a fajta kiupszeletfogalom, amit Gross és Strem-
pel [8] cikkiik open problems cimszava alatt szerepeltet, mint lehetséges
altalanositast, ezideig kiaknazatlan maradt. Tortént azonban az évek soran
néhany attorés: 2004-ben, illetve 2005-ben cikkek jelentek meg H. Alzer és S-
L. Qiu [2], illetve K. C. Richards [14] szerz&ktél elliptikus integrélokra, illetve
a Gauss-féle hipergeometrikus fliggvényre vonatkozé becslésekrél. Segitségiik-
kel sikeriilt ezt a kupszeletfajtat beépiteni a Wagner-sokasagok elméletébe,
mint olyat, mely a csatolt Riemann-struktirara nézve metrikus linearis
konnexidk holonémiacsoportjat nem Riemann-féle értelemben atmetrizalja,
feltéve, hogy a holondémiacsoport nem tranzitiv az érintéterek Riemann-
metrikabdl szadrmazd egységgdmbjein. A reducibilis esetben ugyanis az in-
varians altér altal a gobmbbdl kimetszett alacsonyabb dimenziés gémboket
szerepeltethetjiik, mint fokuszcsaladot, irreducibilis esetben pedig az orbitok
konvex burkat. Mindkét esetben kérdés, hogy nem ellipszoid adédik-e, mely-
nek eldontésére az elliptikus integralokra, illetve a Gauss-féle hipergeomet-
rikus fliggvényre vonatkozd becsléseket hasznaltuk fel. Ennek az elméletnek
a kifejlesztésén most is dolgozunk, de a lényeges gondolatok mar szerepelnek
a tanftvanyaimmal kozosen frt [18] dolgozatban !, illetve az Ezamples and
notes on generalized conics and their applications, An introduction to the
theory of gemeralized conics and their applications c. dolgozatokban. Ezek
kozil az elsé a 2009 majusaban rendezett Workshop on Finsler Geometry
and Its Applications (Debrecen, Hungary) konferencidn elhangzott el6adés
anyaga, a masodik pedig kozlésre benyujtott dolgozat (London Math. Soc.)
Mivel itt még nem publikalt eredményekrol van szé, a kovetkezd fejezet-
ben a korvonal esetét szeretném bemutatni, a cikkek anyagdbdl meritve:
a fokuszsereg tehdt korvonal, az atlagos tavolsagot pedig gorbementi in-
tegrallal szamitjuk ki.

INem tartozik ugyan a szigoruan vett szakmai jelentéshez, de 6rommel szamolhatok
be arrdl, hogy egyik tanitvdnyom a 2009-es Szombathelyen rendezett OTDK versenyen
kiiléndijas lett a témaban irt dolgozattal.



2. EXAMPLES AND NOTES ON GENERALIZED CONICS AND THEIR
APPLICATIONS

Let v: [0,27r] — R3, ~(t) := (cost,sint,0) be the unit circle in the zy-
coordinate plane and

27
F(z,y,z) = %/\/(1‘ —Cost)2 + (y—sint)2 + 22 d¢t.
0

The surface of the form F(z,y,z) = % is a generalized conic with foci S; in

the Euclidean space R3. It is obviously a revolution surface with generatrix

27
/\/cos2t+ (y—sint)2+z2dt:8
0

in the yz-coordinate plane.

Lemma 1. The surface F(x,y,z) = % is not an ellipsoid.

Proof. It is enough to prove that the generatrix

2
/\/c052t+ (y—sint)2+22dt:8
0

is not an ellipse in the yz-coordinate plane. If y = 0 then we have that

2
8
=+/(—) - L

On the other hand, if z = 0 then the solutions of the equation

27
/\/COS2t+ (yfsint)2dt =38
0

are just y = +1. Therefore the only possible ellipse has the parametric form

2
y(s) =coss and z(s) = (28> — lsins.
7T

The figure shows the generatrix (pointstyle) and its approximating ellipse.

FIGURE 1. The generatrix and its approximating ellipse.




Consider the auxiliary function

o
v(s) = / \/C082 t+ (y(s) — sin t)2 + 22(s) dt.
0
It can be written into the form
B
v(s) = 4h(s) / \/1—r2(s)sin t dt = 4h(s)E(r(s)),
0
where B
2
E(r) ::/\/1—r25in2tdt, 0<r<1
0

is the complete elliptic integral of second kind,

h(s) := /(1 +y(s))2 + 22(s) and 17“2(5) : y(s) >0

4 T h2(s)
provided that —5 < s < 5. In terms of the Gaussian hypergeometric function
us 11
Er)==F(—=,=;1;72
() = TF(~5,5:17%)

and Richards’s result [14] states that

1
PP\ >
E(r) > gMp<1,\/1—T2), where p:% and M,(z,y) == (I ;Ly >

is the p-th power mean of its arguments; see also [2]. Thus we have

v(s) > 2mh(s)M, (1, V1- r2(s)>.
Consider the function g(s) := 2wh(s)M, (1, V19— r2(s)), 0 < s < 27 having

the properties
™ (T T
) = —_ | = d — .
o(3) =5 d(5)=0 ma #(3)>0

Here we prove that g2 attains its local minimum at s = 5. By the help of a
straightforward calculation

e (3) =0 (5) -2 () () s

nd
a e (3) = 02 (3) - 3000 (3) e vy (5)
—ihQ (g) Do M2(1,1) (2(7’2)” +(r?) (g) (r2)’ (g) ) +
+ih2 (g>D2D2Mp(1, 1)(r2) (g) (2’ (g)
where

DoM2(1,1) =1, DyDyM2(1,1) = g_
On the other hand r2(s)h?(s) = 4 cos s which means that

TQ(;T) =0, (ﬁ)’@)h?@) = —4, and (r2)"(g>h4(;) - s(hQ)/(g)




We have 25 (g?)’ <’27> =0 and

() oo (5) () (5)-(3)

as it can be easily seen. Therefore g attains its local minimum at s = % and
there must be a parameter 0 < s, < § such that 8 < g(s.) < v(s.), i.e. v(s) is
not a constant function.
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