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Szakmai rész

Annak ellenére, hogy a mechanika tobb évszdzados tudomany, mind a mai napig szakadatlan
fejlédésben van. lpari alkalmazdasa egyre szélesebb kérben vezet megbizhatd termékekhez elGallitasahoz,
mivel még a terméktervezés stadiumdban a mechanika numerikus mddszerei elengedetlen eszkdzként
segitik a tervez6mérndkok munkajat.

Az elmult hdrom évtized szamitdgépi tudomany fejlédése elengedetlen volt a mechanika lehet&ségeinek
kiteljesedéséhez. Egyre bonyolultabb modellek felépitése, azok nagyszamu paraméteren keresztiili leirdsa
lehetséges. A kapott algebrai egyenletrendszerek, egyenl6tlenségi rendszerek megoldasara a mai korszerd
szamitogépek, viszonylag kedvez6 aron elérhet6 megoldasokat szolgaltatnak.

Az szimulacid hibdja kétféle forrasbol tevédik Ossze. Egyrészt a modell megalkotdsa sordn keletkezé
hibabdl, vagy a numerikus megoldas hibajabol.

A modell paraméterei (anyagtorvény, terhelés, megfogasi peremfeltételek) kisérletek altali megerésitést
igényelnek. Az alkalmazott numerikus moddszerek egyike a végeselem-mddszer. Ennek hibaja az
alkalmazott diszkretizalastol fligg, mely eltérés a modell felépitésénél keletkezd hibanal joval kisebb kell,
hogy legyen. A kutatdsainkban un. hp-verzids végeselem-maddszert fogjuk hasznalni. A hiba kontrolljanak
megbizhatdsdgara nagyon j6 lehetdséget ad a konvergencia mértékének birtoklasa [37].
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A végeselem-mddszer 1950-es évek kezdeti szakaszdban a megoldas pontositasat, az ismeretlen szam
emelését, az elemek szdmanak novelésével érték el. Ugyis mondhatjuk, hogy az elem h méretét
csokkentették, ezt a modszert h-verzids szamitasnak nevezték el. Szabd Barna professzor, az MTA kiltagja
volt az els6 javaslattevé arra vonatkozdlag, hogy az ismeretlen szamot Ugy novelte, hogy az elemek
méretét nem csokkentette, hanem az elemen beliili polinomokkal kdzelitett elmozduldsmez6 p polinom
fokszamat novelte. Ezzel gyorsabb konvergenciat ért el. Amennyiben néhany helyen az elem méretét is
csokkentjiuk (szingularitdsi helyek kérnyékén), akkor az un. hp-verziés szamitasokhoz jutunk.

A projektiink hdarom nagy fejezetbdl all. Egyik érintkezés feladatokkal, a masik rudként, lemezként, vagy
héjként modellezhetd szerkezetei elemeket vizsgal, illetve a harmadik téma, az eredeti tervben nem
szerepl6 specidlis rugalmassagtani peremérték feladatok analitikus elemzését, pontos megoldasok
felépitését mutatja be, melyek nagyban tdmogatjak a numerikus szamitasok validalasat

1. Erintkezési feladatok vizsgdlata hp-verzioju végeselemes eljdrdssal.

1.1. Altalénos megolddsi kérdések

Az érintkezési feladatok megoldasa hp-verzidju elemekkel specidlis probléma megoldast koveteli

meg. Ha a tényleges érintkezési tartomany, amit a megoldas soran hatarozunk meg, nem az elem hatdrara
esik, az érintkezési nyomas fliggvénybeli derivalt folytonos lesz, ami a valésagban hibds megolddshoz
vezet. Ezért az elem hatdrat (alakjat) meg kell véltoztatni. Erre el6sz6r a [Paczelt I., Szabd B., Szabd T.,
Computers and Mathematics with Applications, 38, (1999), 49-69] munkaban kerlt sor.
Egy nagy méretli munkaban [68] foglaltuk 6ssze ez irdnyu legljabb kutatasaink eredményét. Els6sorban
surlédas nélkali érintkezési feladatot vizsgdltunk, rugalmas anyagot feltételezve, linearis alakvaltozasok
mellett. A potencidlis energia minimum eleve mellett a Hellinger-Reissner elvet is alkalmaztuk. Az
érintkezési feladatokat bintetGparaméteres és augmented (kombinalt) technikdkkal oldottuk meg. Az
elemek hatardnak meghatdrozdsanal a pozicionalasi technikat alkalmaztuk, igy elértiik, hogy az elem teljes
terjedelmében érintkezési- vagy rés-altartomanyban van. A feladatokat a h, p és hp verziés technikaval
oldottuk meg (hp-nél el6re megadott elemszammal dolgozunk, a tényleges érintkezési tartomany szélénél
kicsiny méret(i elemeket felvéve). Szdmos tablazat, diagram jol mutatja a megoldas konvergencidjat.
El6zetesen nem vart eredmény, hogy a Hellinger-Reissner elv nem ad pontosabb megoldast, mint a
potencialis energidra alapozott eljaras.

1.2 Kopdsi feladatok vizsgdlata

A mérnoki gyakorlatbdl jol ismerjiik, hogy a gépek miikodésénél szdmos elem egymashoz képesti
elcsiszasabdl adéddan az érintkezési felliletek mentén a surlodas hatasara hé fejlédik, tovabba
anyagrészek valnak le, azaz kopas lép fel. A levalt, lekopott anyag miatt a kezdetileg kialakitott feltletek
formaja megvaltozik, ami a kopds mértékétél fliggben a testek fesziiltségi allapotanak lényeges
valtozasahoz is vezethet. A varhaté alak meghatarozasa fontos a gépet (izemeltetd szamara, a tervezének
pedig lehetGséget ad a varhatd élettartam becslésére. A kopdas folyamatanak numerikus szimulacidja,
hagyomdnyos Uton, a kopasi torvény idGintegralasaval, komoly szamitogépi eréforrast kovetel6 folyamat.

Vizsgalatainkban az érintkezési fellilet normalisanak irdanyaba esé, lekopott réteg valtozasanak sebességét
modifikalt Archard-féle térvénnyel irjuk le. A sebesség fligg az érintkezési nyomastdl, a testek kozotti



relativ sebességtél, az anyagot jellemz8 kopdasi paraméterektSl. Altaldnos esetben a kopdast kopasi
vektorral jellemezhetjik. A kopasi vektort az érintkezé testek kozotti relativ merevtestszer(i mozgds
hatdrozza meg [Paczelt I., Mroz Z., Tribology International 42 (2009) 275-283].

Gyakorlatbdl jél ismert a bejaratds fogalma. Bizonyos id6 utdn az egymas felett elcsiszd alkatrészek
kopdsanak jellege nem vdltozik meg, kialakul egy stacioner helyzet. Pl. ha egy téglatestet dllandd terhelés
és sebesség mellet mozgatunk egy végtelenek tekinthetd alaplapon (asztalon), akkor elérkeziink egy olyan
allapothoz, hogy a nyomdas mar nem fog valtozni, azaz allanddsult kopasi allapot kovetkezik be. Ezt az
allapotot az Archard-féle torvény id6integralasdval kaphatjuk meg. Ez igen nagy szamitdsi id6t kovetel
meg. Felmerilt a kérdés, meg lehet-e hatdrozni az allanddsult allapothoz tartozé nyomast valami
energetikai elvbdl az id6integralast kihagyva. A vdlasz igen volt, a kopdsi disszipacids energia minimuma
jeloli ki ezt az allapotot (Idsd a fenti cikket).

A jelen kutatasainkban az aldbbi eseteket vizsgaljuk:
1. aterhelés dllandd, a relativ mozgas periodikus,
2. arelativ sebesség dllandd, a terhelés periodikusan valtozd 6sszetevivel is rendelkezik,
3. aterhelés és a mozgas periodicitassal rendelkezik (fékezés esete).

Az 1. esetben a jobbra és balra tortén6é mozgasnal kiilonb6z6 nyomas megoszlas alakul ki, de allanddsult
allapothoz tartozdan a kétfajta nyomas Osszegére vonatkozoélag levezethets egy Osszefliggés az egy
periédusra felirt disszipacids munkabdl. Kezdeti alakot a balra és jobbra mozgd allandé terhelés( és
sebességli testekbdl, mint atlagot véve kétfajta optimalizacids technikdval jutottunk el a periodikus
mozgasnal kialakuld allanddsult dllapotot jellemzé alakhoz [2, 10, 11]. A 2. és a 3. esettel a [12] munkak
foglalkoznak.

Kilén problémaként jelentkeznek az olyan szerkezetek, amikor az egyik test szakaszonként mas és mas
kopasi tulajdonsagokkal rendelkezik. A [71] munka ezt az esetet taglalja periodikusan valtozé mozgasnal
és terhelésnél. Ezekben az esetekben is levezethet6k az 6sszegzett nyomasi Osszefliggések, amelyek
szakaszonként linearis fliggvények. A kopdsi feladatok héfejlédés mellett is megoldast nyertek.

Dobfékek vizsgalataval foglalkozik a [69] munka. Felhasznaljuk a dobfékre levezetett nyomasi
Osszefliggéséket az dramutatd jardsdval egyez6 irdnyd ill. a vele ellentétes iranyd forgasnal. A fékezé
nyomatékot meghatdrozva optimalizalni lehet a pofakat kitdmaszté csapok helyét. A fék kiils6 hengerének
elmozduldasat a nyomads birtokdban szamolni tudjuk az Abaqus rendszert felhaszndlva. A pofak
merevtestszer( elforduldsat felvéve ki lehet szamolni a pofak kopasanak mértékét, amivel az allanddsult
kopasi allapot megbecsiilhetd. Olajfuré csoveknél hasznalatos megfogdfej szoritd pofajanak optimalis
kialakitasaval foglalkozik az [53] munka.

Az [51]-es publikacidban ismertetett munkaban kisérleti és numerikus szamitasi modszerekbdl all6 eljarast
dolgoztunk ki az elektromos autdkban haszndlt hitéventilatorok elektromos csatlakozdinak fretting
korrdzids hibajanak elemzésére. A rovid ciklusu kifaradas-alakvaltozas diagramhoz hasonld élettartam-
gorbéket elektromos ellendlldas-mérésekkel hataroztunk meg a fretting vizsgalatok soran. Ezeken a
diagramokon az amplitudé-ciklus Osszefliggéseket rogzitett paraméterek esetén hatarozzuk meg.
Numerikusan kapcsolt végeselem-modell épiilt fel, amely lehetévé tette szamunkra a szerkezeti, kopasi,
elektromos és hétani elemzés elvégzését a mért atmeneti elektromos ellendlldas noévekedésének
ismeretében. A kapcsolt modellt a kopas folyamata soran keletkez6 krater méretének mérésével



validaltuk, és meghataroztuk az adott esetre jellemz6 kopdsi sebességet. A fretting problémak egyéb
vonatkozasai [57] cikkben talalhatdéak.

Izgalmas kérdés a fellleti mikrogeometria hatdsa a kialakulé kopdsi viszonyokra. Kapcsolt surlédasi és
kopasi dllapotok keriiltek megvizsgaldsra anizotrop feliileti érdesség esetén. Hossziranyu érdességnél a
csuszas hatasdra kialakul egy allanddsult kopasi dllapot dllanddsult sarlédasi tényezénél. A keresztirdnyu
csuszasnadl is kialakul egy stacioner dllapot. A kifejlesztett numerikus modell 6sszehasonlitast nyert a
kisérleti eredményekkel j6 egyezést mutatva [35]. A numerikus kisérletekre a varséi IPPT akadémiai
intézetben keriilt sor.

1.3 Erintkezési optimalizdcids feladatok

Gépalkatrészek érintkezésénél gyakran talalkozunk olyan esetekkel, amikor a testek szélén nagy
fesziltségek keletkeznek, fesziltségi szingularitdsok alakulnak ki. Ezek az élettartamot nagymértékben
csokkentik. Tehat elkerilenddk. A szingularitas elkerilésére a nyomads lefutasan kell valtoztatni, azaz
vezérelni kell. A nyomasvezérlés technikdjat alkalmazzuk a [11] cikkben tengely-szimmetrikus és sikbeli
szerkezeteknél (14db), kopdsi feladatokat is érintve. A [25] munkankban az érintkezési nyomas
optimalizaldsanak altaldnos kérdéseit elemeztiik.

Gumialkatrészek targyaldsa megkoveteli a nemlinedris elmélet alkalmazdasat, hisz az anyag viselkedését
leird anyagtorvény nemlinedrisan fligg az alakvaltozds mértékétsl, tovabba a terhelés hatasara
bekovetkez6 elmozdulasok és alakvaltozasok is nagymértékliek. Fontos feladat az anyagi viselkedést leird
anyagegyenlet kivalasztasa a benne szerepld allandék meghatarozasa kisérletek segitségével. Altalaban az
anyag izotropnak 6sszenyomhatatlannak tekinthet6. Hiperelasztikus modellek jol leirjak a gumialkatrész
nemlinearis viselkedését. [1, 7] munkaban tengely-szimmetrikus alkatrész alakjdnak meghatdrozasa
torténik, a szamitott és mért elmozdulds eré diagram kilonbségének minimalizadldsa révén. Az
optimalizalds soran az un. SVR maédszer kerilt felhasznalasra. [31]-ben Money-Rivlin és Yeoh modell kerdilt
felhasznalasra. ANSYS programrendszer felhasznaldsaval a mért és szamitott eredmények Gsszevetése
alapjan az anyagallandd térvényben szerepl6 allanddk pontositasra keriltek. A harom tagot tartalmazo
Yeoh-modell pontosabb megoldast ad, mint az egytagos modell, de a kéttagos Money-Rivlin modell
pontosabb a Yeoh-modellnél, igy ennek alkalmazasa a javasolt.

Egy U] tipusu optimalizacids feladat kerilt megfogalmazasra [52, 53]. Alkatrészek szerelésénél, pl. csap
behelyezése tulfedéssel egy furatba, azt kivanja, hogy adott mélységben kell beletenni a csapot adott erét
kifejtve. Tehat a mechanikai szerkezet egyazon pontjaban az elmozdulas és az er§ is elGirt. A szerel6 kart
tartdnak feltételezve keressiik a tartdra haté bélyeg (terhelés szétosztd) alakjanak kialakitasat megcélozva
a szerelési elmozdulasra kirétt korlat betartasat. Hatasfliggvények felhasznaldsa elGsegiti a megoldast
Signorini-kontakt feltétek kielégitése mellett. Két cikk jelent meg e témdban [54, 70]. Vizsgaltuk azt az
esetet, amikor a két er6 hat a tartdra, biztositva agy adott keresztmetszetben az elmozdulds a
szogelfordulds maximalis értékét, a két er6t jobbra-balra mozgatva. Ezzel kapcsolatban egy vided
tekinthet6 meg a kovetkez6 cimen:

https://youtu.be/y5E3NonvmY§8 illetve https://youtu.be/6R7VSvPJI-Rk.

Jelenleg is folynak tovabbi kutatdsok e teriileten Mrdz Zenon professzorral, az MTA tiszteletbeli tagjaval.

1.4 Vegyes kenési viszonyok vizsgdlata
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Bar a termoelasto-hidrodinamikai (TEHD) problémak megoldasara mar szamos madszert
kidolgoztak, a rendkivil nemlinedris probléma megolddsa tovdbbra is meglehetfsen kihivast jelent [13,
14]. Ezért a film alakjanak, a nyomas- és hémérséklet-eloszlas kiszamitasahoz sziikséges p-verzidéju VEM-
modell kidolgozdsa és annak kereskedelmi szoftverekbe torténd bevezetése idészerlinek tlinik a csuszo
gordulé felliletparok miikodés kozbeni tanulmanyozdsdhoz. Mivel az altaldnos 3D dramlasi probléma kvazi
kétdimenzids esetre redukalhatd a Reynolds altal kidolgozott hidrodinamikai kenési elmélet alapjan,
specidlis kenGanyag film elem kifejleszthetd az ilyen problémak végeselemes-modellezésére.

A kenés haromdimenziés érintkezési problémajahoz kétdimenzidés kendfolyadék film végeselemes
elemtipust fejlesztettiink ki [38]. Ennek az elemnek a figyelemre méltdé tulajdonsadga, hogy csak
kétdimenzids halot kell l1étrehozni. Ezenkivil a nyomas és a filmvastagsag fliggetlen elemvaltozéként
kezelhet6. A vastagsagon keresztilli integracidt dimenzié nélkili vastagsagi koordinata felhasznaldsaval
hajtjuk végre. A folyadékfilm hémérsékletének haromdimenzids viselkedése a vastagsag iranyanak
magasabb rendd kozelitéseivel modellezhet6. A mddszer alkalmassagat vonalérintkezésre igazoltuk, és az
EHD részt egy kereskedelmi végeselem-szoftverbe implementaltuk.

2. Rudak, lemezek, héjak specialis problémai

2.1 Hierarchikus rudmodellek

A végeselem-mddszer lehetévé teszi, hogy a kozelit6 elmozdulasmez6t koordinatdnként
kiilonboz6 foku polinomokkal kozelithessiik. Ezt a technikat rudak esetén konny( alkalmazni. A kutatasunk
egyik vonulata ezzel kapcsolatos.

Munkainkban prizmatikus, sikgdrbe rudakat és térbeli spiral kézépvonalud rudakat vizsgalunk feltételezve,
hogy a rud anyaga homogén, izotrop, linearisan rugalmas, a terhelés kvazistatikus, az elmozdulasok és
alakvaltozasok kicsinyek, azaz a linedris rugalmassagtan keretei k6zott vizsgdljuk a peremérték feladatot.

A vizsgalatra a potencidlis energia minimum elvre alapozott végeselemes kozelitést valasztjuk, az
elmozdulasmezéket az un. mezéfiggvények (field functions) és iranyfliggvények (director functions)
szorzatainak Osszegén keresztil kozelitjiik [55]. Az iranyfliggvények a Pascal haromszogh6z tartozd
polinomok szerint valtoznak a keresztmetszetben, a mezéfiiggvények (a test hossztengelye mentén) p-
verziéju végeselem-moddszerrel nyernek kozelitést [36]. A vizsgalatokat gorbevonalu koordinata-
rendszerben végezzik el. A keresztmetszet sikjdban a keresztmetszet stlypontjan athaladé egymadsra
merdleges tengelyekre merGleges lesz a kozépvonal érintéje. Ezen tengelyek altal kijelolt lokalis
koordinata-rendszerben értelmezett elmozduldsokat és szogelforduldsokat a szokdsos Uton
transzformaljuk a globdlis Descartes koordinata-rendszerbe. A kdzépvonalhoz kapcsolt kisérd triédert a
Serret-Frenet képletekkel allitjuk el6. Az irdnyfliggvények polinomjainak fokszamatél fiiggéen kilonb6z6
hierarchikus modellekhez jutunk, a kapott eredményeket a haromdimenziés modellel a StressCheck
végeselem-programmal vetjiik Ossze. Rogzitett iranyfiggvényeknél a mezéfiiggvényeknél felvett
polinomok fokszamatdl fiigg6en vizsgalhatjuk a numerikus kozelités konvergenciajat, mig a hierarchikus
modellek egymasutdnisagatdl kapott eredmények szolgaltatnak tovabbi informaciét a tényleges
haromdimenzids allapot megkozelitésére. A kidolgozott modellt érintkezési feladatok megoldasara is
hasznaltuk, elemeztik a Winkler-tipusu dgyazas hatasat egyoldalu kapcsolatok esetén [56, 72]. A felépitett
modellek konvergencia diagramjai j0 képet adnak a megoldas hdromdimenziés eredményhez képesti



pontossagara. A hierarchikus modellek elénye alacsony szamu ismeretlennel a mérnoki gyakorlat igényeit
jol kielégitik alacsony szdmitégépi er6forras felhasznalasaval. A kidolgozott szamitdégép programban hét
fajta hierarchikus szint érheté el.

Egy masik lehet6ség is van a modell felépitésére. Ekkor az elmozdulasmez6t az izoparametrikus elemeknél
haszndlatos helyi-globdlis koordindta-rendszerek kozotti elem leképezésével kozelitjik, az
iranyfiggvényekre a fenti polinomokat, illetve a Legendre polinomokat haszndljuk. Ez iranyd kutatasok
mind a mai napig folytatédnak.

2.2 Heterogén anyagu sikgérbe rudak egyes feladatai

Heterogén anyagu korivalaku, sikgérbe rudak rezgéstani vizsgdlataihoz kot6déen sor kerllt egy Uj
modell kidolgozasara és kiértékelésére. Az Uj modellben feltevés szerint a rdd kozépvonala végig a sajat
sikjdban marad, illetve érvényes az Euler-Bernoulli hipotézis. EI6Gny, hogy nem csak tébbrétegli, hanem
funkciondlisan gradiens anyagbdl késziilt elemekre is alkalmazhatd, amennyiben az anyag izotrop és
linearisan rugalmas. A koronapontban m(ikodé koncentrdlt, fliggéleges iranyd (huzé-, vagy nyomo-) erd
hatdsa az altala okozott fajlagos nyuldson keresztil jelenik meg. Sor kerilt egy alkalmas numerikus
algoritmus kidolgozasara. A vizsgalatok tobbféle megtamasztdsra iranyultak. Barmilyen megtamasztds
esetén a gorbe rud paros (masodik, negyedik) sajatfrekvencidjanak és egy ugyanolyan hosszlsagu és
anyagu egyenes rud elsé sajatfrekvencidjanak hanyadosa fliggetlen a keresztmetszeti geometriatodl,
anyageloszlastél. Az allitas igaz a pdratlan sorszamu sajatfrekvencidkra is, amennyiben a nyilasszog elég
nagy. Frekvenciavaltas jelenségével is szembesultiink, ugyanis a kezdetben elsé/harmadik sajatfrekvencia
nagysagat tekintve a masodik/negyedik lesz, ahogy a rid nyilasszége n6. A megtamasztasnak mindemellett
komoly szerepe van a frekvenciaspektrumra. Ami az elSterhelt rudak frekvencidit illeti, nyomderé hatdsara
a frekvenciak csokkennek, hizéeré hatasara megndének. Az anyagi 6sszetétel (inhomogenitds) hatasat is
vizsgaltuk a gorbe rudak sajatfrekvencidira. A munka funkciondlisan gradiens anyageloszlast vizsgalt
(aluminium és aluminium oxid 6sszetev6kbél). Szamos hatvanykitevs, nyilasszog és keresztmetszet
képezte a cikk targyat. Megadllapithatd, hogy az anyagi eloszlas megvaltoztatasaval jelentés mértékben
megvaltoztathatdk a sajatfrekvencidk (elhangolhato a szerkezet) [15, 22, 23, 26, 32].

Lapos, heterogén gorbe rudak nemlinedris stabilitdsvizsgdlatdval kapcsolatban sor keriilt egy Uj
mechanikai modell megalkotdsara. Ez szintén az Euler-Bernoulli hipotézisen alapszik, infinitezimalis
nyulasok és nagy forgasok feltételezése mellett. Bizonyos kinematikai feltevések miatt a modell nem csak
(szigoruan véve) lapos rudakra alkalmazhatd. A modell figyelembe veszi a hajlito igénybevétel hatdsara
tortén6 kozépvonali hosszvaltozast. A terhelés koncentralt sugarirdnyl/fligg6leges eré a
koronapontban/tetsz6leges pontban. A legfontosabb eredmények: szdmos radnal tobb stabil és instabil
egyensulyi helyzet létezik, a teher helyének nagy hatdsa van a viselkedésre, a csuklds rudak érzékenyek kis
terhelési imperfekcidkra. A tdmasz elmozduldsanak és forgasanak hatasat is vizsgaltuk [39, 49, 50, 66, 67,
77]. A tovabbi vizsgdlatok harompontos peremérték feladatokkal kapcsolatos Green-fliggvényekkel
foglalkoztak. A Green-fliggvények alkalmazasdval homogén és/vagy keresztmetszeti heterogenitasu
rudakkal kapcsolatos egyes harompontos sajatérték feladatok Fredholm integral egyenletekre vonatkozo
sajatérték feladatokra vezethet6k vissza. Az ezek megoldasara kifejlesztett numerikus algoritmus
ismertetésére és példak bemutatasara is sor kertlt [58].



A [76] cikkben prizmatikus gorberud elmozdulas és feszliltség meghatarozasat végeztik el, melyben a riad
kézépvonala kor alaku és a rud vastagsaga a szog fliggvényében valtozhat. Euler-Bernoulli-féle ridelmélet
kerilt alkalmazasra. A kidolgozott feladatok analitikus megoldasokat adnak késébbi numerikus szamitasok
validdlasara.

2.3 Nem tékéletesen kapcsolddo rétegezett kompozit rudak vizsgdlata

Réteges szerkezetl kompozit rudak viselkedését ugyan mar régdta vizsgaljak, manapsag is szamos
kutaté foglalkozik ezen rudak mechanikai mikodésével, modellezésével. A rétegek egymashoz torténé
rogzitése altalaban olyan kot6elemekkel torténik, melyek terhelés hatasara rugalmas deformaciot
szenvednek, emiatt a rétegek kozotti kapcsolat nem tokéletes, a rétegek egymdson kis mértékben
elcsUszhatnak. Az iparban manapsdg egyre gyakrabban alkalmaznak ilyen tulajdonsagu rudakat, ezért
fontos a viselkedésiik minél pontosabb leirasa analitikus és numerikus modellekkel.

Két rétegbdl felépitett rudszerkezetet vizsgalatat végeztiik el analitikus modszerek alkalmazdasaval, melyek
kozott a csuszasi viselkedést modelleztiink [3]. Timoshenko-féle raidmodellt hasznaltunk mind a két réteg
vonatkozasaban biztositva az egyforma keresztmetszeti szogelfordulast.

Uj analitikus moédszer keriilt kifejlesztésre a [9] tanulmdanyban egyenes kézépvonald, réteges szerkezet(
kompozit rudakra, melyek rétegei nem tokéletesen kapcsolédnak egymdshoz, kismértéki csuszdas léphet
fel kozottliik. A mddszer a Timoshenko-féle radelméleten alapul azzal a megkotéssel, hogy a két réteg
szogelforduldsa azonos.

Hdéterhelésnek kitett, nem tokéletesen kapcsolddd kompozit rudakra is felirtunk egy Uj analitikus modszert
az [5] munkdban. Itt az Euler-Bernoulli ridmodellt alkalmaztuk, és meghatdrozasra keriltek a rudakban
kialakulé fesziiltségek is. A kiegészité energia elvbGl szdrmazd formulakat is levezettiink szintén nem
tokéletesen kapcsolddd, gorbe kozépvonali kompozit, illetve piezoelektromos rudakra [8, 24] Euler-
Bernoulli radmodellt feltételezve.

A [29] cikkben gyenge nyirasi kapcsolattal rendelkezd, réteges szerkezet(i kompozit rudakra alkalmazzuk a
potencialis energia minimuma elvét, valamint a kiegészit6 energia minimuma elvét.

Egy egzakt masodrend(i megolddsi mddszert irtunk fel kétrétegd, gyenge nyirdsi kapcsolattal rendelkezé
kompozit rudakra, melyeket transzverzdlis és axidlis erék is terhelnek [33]. Kompozit rudakkal
foglalkoztunk a [34]-ben is.

Az . Ecsedi, A. J. Lengyel: An analytical solution for static problems of curved composite beams, Curved and
Layered Structures, Vol. 6, pp. 105-116, 2019 tanulmanyban egy analitikus megoldasi mddszer kerdlt
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alakja olyan, hogy kielégiti az Euler-Bernoulli ridelmélet kvetelményeit.

A [44] cikkben egy analitikus megoldasi modszer keril bemutatasra forgd, két rétegli kompozit sikgérbe

sz

forgdmozgasbdl szarmazik.

A [64] cikkben egy korkoros rugalmas inhomogenitassal rendelkezé hengert vizsgalunk, melynek kiilsé
palastfelllete tengelyiranyu terhelésnek van kitéve. A teljes test két részbdl all, egy belsé témor hengerbdl,
és egy kiilsé Greges hengerbél, mely iregbe tokéletesen illeszkedik a belsd test.



2.4. T6bbmez{ds varidcios elvek alkalmazdsa rugalmassdgtani feladatokra

A kutatas elsé6 |épéseként sikeriilt levezetni harom, nem-szimmetrikus fesziiltségmezén alapuld,
tobbmezds dual variacios elvet elasztodinamikai feladatokra. Koziilik az elsé egy négymezds elv, melynek
fliggetlen alapvaltozéja az elmozdulds-, az impulzus-, a fesziiltség- és az infinitezimadlis forgadsmezé.
Bemutatasra keriilt azt is, hogy kell megfelel6en kezelni a hat kiilonb6z6 kezdetifeltétel-tipust mind erds,
mind gyenge formdban. A masodik variacids elv egy 6tmezds elv, mely az impulzus- és a sebességvektort
fliggetlen valtozéként kezeli. A harmadik energia elv harommez8s, mely a kiegészit6 kinetikus és
alakvaltozasi energidn alapul. Az utébbi egy lehetséges alkalmazdsara kertlt héjfeladatokra. Ennek
eredményeként egy Uj, hp-verzids, forgdsszimmetrikus héjvégeselem-modellt fejlesztettiink ki
elasztostatikai feladatok megolddsdra. A kod NURBS interpoldcidt hasznal a kozépfelilet
meridiangorbéjének leirdsara [16, 73]. Mind az elmozdulas-, mind a fesziiltség-koordinatdkra kivald
konvergencia-eredményeket kaptunk nemcsak h-, hanem p-tipusd approximacié esetén is. Itt érdemes
megjegyezni azt, hogy a dimenzié-redukciés folyamat sordn nem kellett hasznalnunk a klasszikus
elméletekbdl jol ismert alapfeltételezéseket, mert a varidcids elv egyaltaldn nem diktalta azok
beépitésének szikségességét, ezért moddositatlan, inverz haromdimenzids anyagegyenleteket
alkalmazhattunk [16, 73]. Kés6bb az eredeti varidcios elv szisztematikus hibridizalasaval sikerilt gyorsitani
is az algoritmust, hiszen a hajlékonysagi matrix invertalasat ebben az esetben mar elemenként
(blokkonként) is el lehetett végezni [59]. Mivel ezekbdl a héjmodellekbdl sem a vastagsagvaltozas sem a
kozépfelileti transzverzalis normal fesziiltség nincs eliminalva, ezért tovabbfejlesztési lehetGségként
,.egyszerlibben” kiterjeszthet6k héjak érintkezési feladatainak numerikus megoldasara. A hajlitas- és
membran domindns héjak peremérték-feladataira elvégzett konvergenciatesztek a hibrid modellre is azt
mutattak, hogy a kidolgozott hp-verzids végeselem-modell membrdan- és nyirasi,,locking”-mentes [59].

Ezt kovetSen érdekessé valt az erésen kapcsolt kezdeti-peremértékfeladatok tébbmezds variacios elveken
alapulé megoldasanak problémakére. Ezért a kordbban levezetett variacids elveket a Lord-Shulman model
beépitésével kiterjesztettiik irreverzibilis termo-elasztodinamikai feladatokra is. Ezek a tudomanyos
eredmények jél atgondolt elméleti alapot nydjtanak nagy hésoknak kitett szerkezeti elemek tranziens
viselkedésének leirasara alkalmas, Uj, térbeli és id6beli végeselem-modellek kifejlesztéséhez [41]. Az egyik
(négymezG8s) variacios elv gyakorlati alkalmazasanak lehet6sége bemutatasra keriilt egydimenzids,
axidlisan terhelt rudak termo-elasztodinamikai feladataira [40]. Ezekben a modellekben az Un. entrdpia
fluxus kerilt bevezetésre, mint fliggetlen valtozd az entrdpia helyett. Jelenleg az [59, 73] cikkekben
bemutatott hp-verzios héjvégeselem-modell elasztodinamikai (rezgéstani és hullamterjedési) feladatokra
torténd kiterjesztésén és azok tesztelésén dolgozunk. Emellett a p-tipusi approximaciés technika
alkalmazasa kerdlt kit(izésre célul radialis bazisfiiggvényeken alapuld végesdifferencia-maodszerekre.

3.Rugalmassagtani specialis feladatok vizsgalata

3.1. Hérugalmassdgtani feladatok vizsgdlata

Alsg, illetve felsé korlatot sikerilt felallitani a hGaram értékére vonatkozdan a valtozé atmérgjd
inhomogén hengeres rudszerkezet hGvezetési problémajanak vizsgdlata soran [27]. A hGaram értékének



meghatarozasa a teljes hGvezetési tényezd alapjan toértént. A [6] munkaban hérugalmassagtani elmélet
alkalmazasaval vizsgaltunk meg funkcionalisan gradiens anyagbdl késziilt tomor koérhengereket elemi
rudelmélet alapjan.

A [65] tanulmdanyban egy matematikai modell kerilt kifejlesztésre homogén, izotrop forgastest allanddsult
allapotu héatadasdra vonatkozéan. A hévezet6 képesség pontos értéke csak nagyon egyszer(i alaku testek
esetében all rendelkezésre, ezért egyéb testek esetében a hasznalt elvek és mddszerek segitségével
becslést adtunk a hévezet6 képesség értékének also és felsé korlatjara.

3.2. Csavardsi feladatok vizsgdlata

A [19] publikdcidban anizotrop, homogén rud Saint-Venant-féle csavarasi feladatdval
foglalkoztunk. Ebben a cikkben egy anizotrop ellipszis keresztmetszet( rudat tekintettiink. Ureges kérkap
alaku alkatrészek elemzését végeztiik el a GEP folydiratban megjelent cikkben [20].

A funkcionadlisan gradiens anyagbdl készilt rudszerkezetek csavarasi feladatait vizsgalva tekintettik at a
henger alaku rudakat, feltételezve bizonyos szimmetria tulajdonsdgokat. A rugalmassagi modulus csak a
radiadlis koordinata flggvénye volt [18, 30]. A [28] publikacid a Saint-Venant-féle csavarast gondolja
tovabb, egyrészt inhomogén anyagi tulajdonsagot alapul véve, masrészt specialis ellipszis keresztmetszet
tekintve, mivel ezekben az esetekben mar nem alkalmazhatéak az elemi szildrdsagtani 6sszefliggések.
2019-ben jelent meg a [45] cikk, melyben a hengerkoordinata-rendszerben értelmezett orthotrop
viselkedés mellett allitottunk fel becslést a csavarasi merevség korlataira.

A [46] tanulmany rugalmas, hengeresen orthotrop kompozit rudak Saint-Venant féle csavardsaval
foglalkozik, melynek keresztmetszete korcikk. A [47] tanulmdny targya homogén anizotrop kereszt-
metszet Saint-Venant-féle csavardsa. Egy U] és egyszer( levezetést mutat be a cikk nem 6bl6s6dé anizotrép
keresztmetszet peremgorbéjének felirdsara, a csavardsi merevség eldallitasara.

Egy radidlis irdnyd bemetszéssel terhelt kor keresztmetszet(i rad csavarasi feladatat tekinti at a [60]
publikdcié. A feladat analitikus megoldassal szolgal az inhomogén anyagu rudfeladatra, melyben a nyirdsi
rugalmassagi modulus sima fliggvénye a radidlis koordinatdnak. Az eredmények végeselemes
szimulacidval is ellenérzésre keriltek.

Egy analitikus megoldas kerilt bemutatdsra a [61] cikkben funkcionalisan gradiens, anizotrop, linedrisan
rugalmas anyagbdl késziilt, ellipszis keresztmetszet(i henger nem egyenletes csavarasi problémajara.

3.3. Piezoelektromos elemeket tartalmazo szerkezetek vizsgdlata

Radidlisan polarizalt piezoelektromos keramia viselkedését elemeztik mechanikai terhelésnek

kitéve a [4] tanulmdnyban. A [42] tanulmanyban gomb alaku kivagassal gyengitett végtelen kiterjedésd
radidlisan polarizalt linearis piezoelektromos test egy statikai problémadjanak analitikus megolddsat
célozza.
A [62] munka egy radidlisan inhomogén tulajdonsagot mutaté csé vizsgalata, mely anyaga orthotrop
piezoelektromos viselkedés(i. A rugalmassagi paraméterek, piezoelektromos jellemzék csak a radidlis
koordinatatdl fliggnek. Ez a munka megoldast keresett a Saint-Venant-féle csavards esetén a csavarasi
fliggvényre, illetve az elektromos potencial fliggvényre, tovabba a Prandtl-féle fesziltségfliggvényt és az
elektromos potencial fliggvényt is meghatarozta.

A [63] tanulmany targyat axialis erGvel is terhelt allandd keresztmetszetl hajlitott-nyirt rudak statikai
feladatainak analitikus megoldasara alkalmas maddszer alkotja.



A [74] tanulmanyban orthotrop piezoelektromos szilard korhenger peremérték feladatdra irtunk fel
analitikus megoldast. A vizsgalt henger deformacidja olyan, hogy a keresztmetszet pontjai kizardlag a
keresztmetszetre merdleges iranyban mozdulnak el, a keresztmetszet sikjaban nem torténik alakvaltozas
A korabbi publikacidkban alkalmazott matematikai és mechanikai mddszerek szemléltetésére a [75]
tanulmanyban inhomogén, orthotrop piezoelektromos ellipszis keresztmetszetl rud Saint-Venant
csavardsi feladatanak megoldasat hasznaljuk. E tanulmany a korabbi publikaciék altaldnositasanak
tekinthetd, orthotrop piezoelektromos ellipszis keresztmetszetd riadra.

3.4. Rezgéstani feladatok vizsgdlata

A [21] publikaciéban egy nanorud axialis rezgéseit vizsgaltuk. Anizotrop rudak hossziranyu rezgéseinek
vizsgalatat célozta a [43] munka. Rayleigh-Bishop-féle elméletet alkalmazva kaptunk analitikus
eredményeket az orthotrop anyagu rud sajatfrekvencidira, arra vonatkozdan, hogy miként fliggnek az
anyagi koordindta-rendszer megvalasztasatol.

Attekintve a publikacids listdnkat, megallapithatjuk, hogy a fenti eredményeket

11 db magyar nyelv{ konferencia kiadvanyban,

7 db magyar nyelv(i folydiratban,

18 db idegen nyelvi konferencia kiadvanyban,

38 db idegen nyelvd folydiratban (kozilik 15 impakt faktorral rendelkezik),
3 db idegen nyelv(i kdnyvfejezetben

jelentettiik meg.
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