OTKA nyilvantartasi szam: T101217 Szakmai zar6 beszamolo

Szakmai zaré beszamol6 a T101217 nyilvantartasi szamu ,,Differencial- és
differenciaegyenletek kvalitativ tulajdonsagai” cimi OTKA palyazatrol

Kutatasaink a differencial- és differenciaegyenletek kvalitativ tulajdonsagainak
vizsgalatdhoz, els6sorban stabilitasi kérdésekhez, a megolddsok aszimptotikus jellemzéséhez,
az integral- és diszkrét egyenlGtlenségek ¢s az allapotfiiggd késleltetésti egyenletek
témakoréhez kapcsolddnak. A 2012-2016 kutatdsi idészakban 34 publikacionk jelent meg,
melyek koziil 1 monografia, 25 impakt faktoros folyoiratcikk, az Osszesitett impakt faktor
25,42. Dolgozatainkra az elmult 5 évben 938, ezen beliil a kutatasi periddusban megjelent 34
publikacionkra pedig eddig 29 hivatkozast regisztraltunk. Eredményeinkrél 32 meghivott és
tovabbi 16 eléadasban szamoltunk be nemzetk6zi konferencidkon. Ezeken kiviil 6sszesen 7
meghivott eldadast tartottunk kiilonb6z6 hazai ¢és kilfoldi  egyetemek szakmai
szemindriumain. A palyazati idészakban 4 alkalommal vettlink részt nemzetkozi konferencia
szervezésében.

Az elért eredményeinket a palydzatban megfogalmazott teriiletek szerint csoportositva adjuk
meg. Ugyanakkor sziilettek olyan dolgozatok is, amelyek a tervezetthez képest szélesebb
kutatasi t¢émékhoz kapcsolddnak.

1. Magasabb rendii és Volterra tipusu differenciaegyenletek megolddsainak stabilitisa és
szummabilitisa

Az [1] dolgozatban késleltetett Volterra integral egyenletek egy széles osztalydban adtunk
meg a megoldasok korlatossagara elegendd, bizonyos esetekben sziikséges és elegendd
feltételt. Az eredmények alkalmazdsaként nemlinedris késleltetett argumentumu szabélyozo
rendszerek BIBO stabilitasara adtunk elegendd feltételeket a nemlinearitas kiilonbozo
osztélyaira.

Az utobbi években szamos dolgozat foglalkozik folytonos és diszkrét ideji linearis Volterra-
tipusu egyenletek megolddsainak aszimptotikus jellemzésével. Az eredmények tobbsége arra
az esetre vonatkozik, amikor a rendszernek Iétezik egyensulyi helyzete. A [2] dolgozatban az
egyenletek olyan alosztalyat vizsgaltuk, amelyeknek csak aszimptotikus egyensulyi helyzete,
illetve aszimptotikusan periodikus megoldasa van.

A [7] dolgozatban magasabb rendii, autonom linedris differenciaegyenlet rendszerek
nemtrividlis periodikus megoldadsainak létezésére adunk sziikséges és elegendd feltételt az
egylitthatokra tett kommutativitasi feltétel mellett. A bizonyitds a cirkularis matrixokra
vonatkoz6 ismert eredményekre, és a blokkmatrixok determinansanak szdmoléasat lehetévé
tevo Silvester tételre tamaszkodik.

A [8] cikkben globdlisan periodikus, magasabb rendii, autondm inhomogén linedris
differenciaegyenlet-rendszerekrél mutatjuk meg, hogy létezik egyensulyi helyzetiik. Hasonlo
eredményt bizonyitunk olyan elsérendii autoném inhomogén linedris
differenciaegyenletekrol, amelyeket zart értékkészletli, Banach téren értelmezett linearis
operatorok definialnak.
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A [16] dolgozat alapvetd célja magasabb rendl, nemlinedris differenciaegyenletek globalis
periodikussaganak a vizsgalata volt kiilonboz6 allapotterek esetén. A bevezetett j technika
segitségével hatékonyan alkalmazhato feltételeket kaptunk. A kapott algebrai tipusu
feltételek felhasznalasaval j eredményeket nyertiink a globalis periodikussagra azokban az
esetekben, amikor az allapottér egy normalt tér vagy egy csoport.

A [17] cikkben magasabb rendli, autonom differenciaegyenletek periodikus megoldasainak
Iétezésére adtunk a gyakorlatban is ellenérizhetd sziikséges és elegendd feltételeket. A
meggondoldsok, egy a szerzok altal korabban bevezetett transzformécion és a cirkuléris
matrixokra vonatkoz6é eredményeken alapulnak. Az eredményeket érdekes példakkal
illusztraltuk.

A [25] dolgozatban egy altalanos skalaris populacios modell egyenletet vizsgaltunk, ahol a
késleltetés a sziiletési ratdban jelenik. Elégséges feltételeket adtunk meg a pozitiv
megoldasok egyenletes perzisztencidjara. Szamos esetben explicit képleteket adtunk meg a
megoldasok limesz inferiorjanak ¢és limesz szuperiorjanak becslésére, amelyek az
irodalomban szerepld korabbi dolgozatokban vizsgalt eredményeknél enyhébb feltételek
mellett alkalmazhatdk.

11. Aszimptotikusan konstans egyiitthatdju linedris differencidl- és differenciaegyenletek

A [6] dolgozatban egy nemlinedris folytonos valtozoju differenciaegyenlet heteroklinikus
megoldasait vizsgaltuk. A 6 eredmény leirja a heteroklinikus megoldasok aszimptotikus
viselkedését abban az esetben, amikor a megoldds argumentumdban szerepld eltolasok
racionalisan fiiggetlenek.

A [15] cikkben bizonyos skalaris linearis autonéom késleltetett argumentumu
differenciaegyenletek megoldasainak aszimptotikus viselkedését vizsgaltuk. Megmutattuk,
hogy a megolddsok aszmptotikus viselkedését az hatarozza meg, hogy a késletetések
raciondlisan fliggdk-e vagy sem. Amint azt egy korabbi cikkiinkben is belattuk, racionalisan
fliggd késleltetések esetén a problémat vissza lehet vezetni véges dimenzios
differenciaegyenletek vizsgélatira. Raciondlisan fliggetlen késleltetések esetén hasonlo
redukcio nem tiinik lehetségesnek. Ebben a dolgozatban racionalisan fiiggetlen késleltetések
esetén sikeriilt aszimptotikus formulat bizonyitanunk a megoldasokra. A bizonyitas kulcsa
Donald J. Newman egy Tauber tipusu tételének alkalmazasa, amely fontos szerepet jatszik a
primszam-tétel analitikus bizonyitasaban is.

A [21] cikkben egy skalaris line4ris homogén késleltetett argumentumu
differencidlegyenletet vizsgaltunk, amelynek egyiitthatéfiiggvénye kicsi a végtelenben.
Vizsgalatainkat a szadmelméletben szerepld Dickman-de Bruijn egyenlet motivalta.
Megmutattuk, hogy a késleltetett egyenlet minden megoldasa aszimptotikusan jellemezhet6 a
formalis adjungalt egyenlet egy specidlis megoldasanak segitségével. A Dickman-de Bruijn
egyenlet esetén eredménytiink explicit aszimptotikus formulat ad a megoldéasokra.

A [24] cikkben Poincaré-féle differenciacgyenletek megoldasait vizsgaltuk. Megmutattuk,
hogy ha a limeszegyenlet sajatértékei egyszeresek és paronként kiilonbozoek, akkor a
differenciaegyenlet minden megoldasanak egy alkalmas sulyozott hatarértéke egyenld a
limeszmatrix valamely sajatvektoraval.
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A [31] cikkben olyan linearis skalaris késleltetett differencidlegyenletet vizsgaltunk,
amelynek az egyiitthatéja nulldhoz tart a végtelenben. Egy korabbi eredményiink szerint
minden megoldas aszimptotikusan jellemezheté az adjungalt egyenlet egy pozitiv specialis
megoldasanak ¢€s a kezdeti fiiggvénynek a segitségével. A specialis megoldast altalaban nem
tudjuk megadni explicit alakban. A cikkiink {6 eredménye az adjungalt egyenlet specidlis
megoldasanak olyan fliggvénysorba fejtése, amely sok esetben explicit aszimptotikus
formulédkat ad a késleltetett egyenlet megoldasaira.

1I1. Gronwall-Bellman-Bihari és Jensen tipusu egyenlotlenségek

A [3] dolgozatban az integral Jensen egyenldtlenség finomitasait adjuk egy 4j modszerrel. A
nyert eredmények segitségével a diszkrét Jensen egyenl6tlenség uj finomitasai adodnak, és
néhany ismert diszkrét finomitasnak megkapjuk az integral valtozatat. Alkalmazasként az
Hermite-Hadamard egyenl6tlenség bal oldaldnak egy finomitasat adjuk.

A [4] dolgozatban operator konvex fiiggvényekre vonatkozo Jensen egyenl6tlenség
finomitasait adtuk meg a klasszikus diszkrét Jensen egyenlétlenségre vonatkozd ismert
finomitasok (a szerzok kordbbi dolgozatai) alapjan. Az eredmények alkalmazasaként 4j
operator kozepek voltak definidlhatok pozitiv onadjungalt operatorok egy részhalmazan,
amelyek segitségével a szigordan pozitiv operatorokra vonatkozé hatvanykozepek egy
finomitasa volt nyerheto.

A [5] cikkben diszkrét Jensen egyenlGtlenség korabbi finomitasainak a felhasznaldsaval
funkcionalokat értelmeztiink. Ezen funkcionalokra vonatkoz6 egyenldtlenségeket nyertiink
egy Uj, az exponencialis konvexséget hasznaldo modszer alkalmazasaval.

A [13] cikk a diszkrét Jensen egyenldtlenség paraméterektdl vald finomitasat adjuk meg.
Vizsgaljuk a kapott finomitas sorozatok hatarértékének 1étezését. Alkalmazasként uj kvazi-
aritmetikai kozepeket vezetliink be, és tanulmanyozzuk a monotonitasukat. A dolgozat
eredményei lényeges 4ltalanositasat adjak a 2011-ben a Math. Comput. Modelling
folyoiratban megjelent dolgozatunk eredményeinek, €s a bizonyitasok egyszertibbek.

A [14] dolgozatban Horvath L. 2011-ben a Math. Comput. Modelling és a J. Inequal. Appl.
folydiratokban megjelent dolgozatai, valamint Beck korabbi eredményeire tdmaszkodva
kvazi-aritmetikai k6zepek finomitasait adjuk meg. Az eredmények segitségével altalanositjuk
a Holder és Minkowski egyenldtlenségeket.

A [18] dolgozatban a "Z.-G. Xiao, H. M. Srivastava, Z.-H. Zhang, Further refinements of the
Jensen inequalities based upon samples with repetitions, Math. Comput. Modelling 51 (2010)
592-600." dolgozatdban szerepld Jensen egyenldtlenség egy uj sulyozott alakjat adtuk meg
Jensen-konvex fliggvényekre, amelyek 0j egyenldtlenségekhez €s hatarérték formulakhoz
vezettek. A kapott egyenldtlenségek 4ltal 1) kozepeket definidltunk és vizsgaltuk a
tulajdonsagaikat.

A [19] monografiaban a Jensen egyenl6tlenség (diszkrét, integral és operator) finomitasaval
kapcsolatos problémakorrel foglalkoztunk. A klasszikus €s 11j eredmények koziil elsésorban
azok szerepelnek a konyvben, amelyekben az alkalmazott modszerek kombinatorikai
jellegtiek. A finomitasok 4ltal generalt kiilonb6z6 tipusu koézepek (kvazi-aritmetikai kdzepek,
kevert szimmetrikus kdzepek, valamint az exponencialis konvexség fogalmat felhasznalva,
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Cauchy kozepek) bevezetése €s monotonitdsanak vizsgalata szintén alapvetd célja a
konyvnek.

A [20] cikkben a "Horvath, Pecari¢, A refinement of the discrete Jensen’s inequality, Math.
Ineq. Appl. 14 (2011), 777-791." dolgozat eredményeinek felhasznaldsaval 0j finomitasait
adtunk a Jensen egyenldtlenségnek operator konvex fliggvényekre. Alkalmazasként uj
kozepeket definialtunk pozitiv operatorokra, és vizsgaltuk a tulajdonsagaikat.

A [26] dolgozatban a diszkrét Jensen egyenldtlenség finomitdsat adtuk meg rekurzioval
definidlt sorozatok segitségével. Nagyon 4altalanos feltételek mellett a sorozat szigoru
novekedését is sikeriilt igazolni, amely elég ritka a témakor irodalmaban. Néhany esetben a
rekurzidt sikeriilt feloldani és explicit finomitasokat adni. Mar ezek a specidlis esetek is
kordbbi eredmények altaldnositasat adjak. A kapott egyenl6tlenségek altal uj kvaziaritmetikai
kozepeket definidlunk és vizsgaljuk a tulajdonsagaikat.

A [27] dolgozatban az integral Jensen egyenldtlenség finomitasait adtunk meg a szerzok altal
egy korabbi dolgozatban nyert, a diszkrét Jensen egyenldtlenségre vonatkozo, finomitasok
felhasznalasaval. A kapott egyenlétlenségek altal uj kvaziaritmetikai kézepeket definialtunk
integralok segitségével, és vizsgaltuk a tulajdonsigaikat. Alkalmazasként a Hermite-
Hadamard egyenl6tlenség bal oldalanak egy finomitasat adtuk meg.

A [28] dolgozatban 1j, duplan sulyozott, t6bbdimenzids fliggvénykozepeket vezettiink be,
amelyek diszkrét sulyoktol és egy valdszinliségi mértéktdl fliggnek. Ezen kozepek
felhasznalasaval 1j, duplan stlyozott, tobbdimenzios Stolarsky kézepeket, hatvanykozepeket
és logaritmikus kozepeket nyertiink. Tanulméanyoztuk az ) kdzepek tulajdonsagait.

Az ugynevezett Bellman-Bergstrom-Fan funkciondlok pozitiv definit matrixok
determinansaival vannak értelmezve, szuperlinearisak, igy konkavok. Ezen funkcionalok
altal generdlt Jensen egyenldtlenség finomitasait adtuk meg a [29] korabbi dolgozatokban
nyert eredmények felhasznalasaval.

1V. Allapotfiiggd késleltetésii funkciondl-differencidlegyenletek

A [9] cikkben allapotfiiggd késleltetésli differencidlegyenletek egy osztalyara definidltuk az
u.n. kvazi-linearizacios praméter becslési mdodszert. Bizonyos feltételek mellett megmutattuk
a modszer lokalis konvergencidjat, numerikus példakon illusztraltuk a modszer
alkalmazhatdsagat.

A [10] dolgozatban neutralis allapotfiiggd késleltetésti differencialegyenletek egy osztalyara
vizsgaltuk a kezdeti érték feladatok megoldasanak 1étezését, egyértelmiségét, valamint a
megoldasok paraméterek szerinti folytonos differencialhatosagat.

A [11] cikkben allapotfiiggd késleltetésii differencidlegyenletek megoldasainak
paraméterektdl fiiggd differencialhatosagat vizsgaltuk. Belattuk, hogy a megoldasok kétszer
folytonosan differencialhatok a paraméter szerint pontonkénti értelemben illetve a C-normat
hasznalva, feltéve, hogy a visszanyulas fiiggvény szakaszonként szigorian monoton.

A [32] dolgozatban kozonséges és funkciondl differencidlegyenletekre is megfogalmazott
nemlinearis konstans variacios formulanak adtuk meg ¢és bizonyitottuk a képletét
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allapotfiiggd késleltetésii differencidlegyenletek egy osztalyara. A bizonyitashoz sziikség volt
a megoldasok kezdeti idopont és kezdeti fliggvény szerinti folytonos differencialhatosaganak
enyhe feltételek melletti bizonyitdsara. A 6 eredmények alkalmazasaként allapotfiiggd
késleltetésii egyenlete perturbaciojanak aszimptotikus tulajdonsagait vizsgaltuk.

V. Differencidl- és differenciaegyenletekkel kapcsolatos tovibbi eredményeink

A [12] cikkben a 1égzési rendszernek egy egyszertsitett modelljét vizsgaljuk. Definidlunk
egy szakaszonként konstans argumentumu egyenletek segitségével felirt paraméter becslési
numerikus modszert, €s szamos numerikus példan teszteljilk annak alkalmazhatosagat a fenti
feladaton.

A [22] dolgozatban egy Caputo-tipusu valés rendi differencia-operatort tartalmazé linearis
rendszer zérd megoldasanak stabilitasat vizsgaltuk. Ujdonsag, hogy a feltételeink teljesen
explicitek, ¢s tartalmazzdk a konvergenciasebesség becslését is. Eredményeinket
Osszehasonlitottuk  Riemann-Liouville-féle tipusi operdtort tartalmazd differencia-
egyenletekre ismert tételekkel. Az alkalmazhatosagot példakkal szemléltettiik.

A [23] dolgozat folytonos idejii idofiiggd egylitthatokat és késleltetéseket tartalmazo
differenciaegyenlet nem-oszcillaldé megoldédsainak létezését vizsgaltuk. Vizsgdlataink egy
altalanositott, nemlinearis karakterisztikus egyenlet megkonstrudldsan alapulnak. Explicit
feltételeket adtunk a karakterisztikus egyenlet megoldasainak, ezzel egyenértékiien a vizsgalt
differenciaegyenlet pozitiv megoldasainak létezésére. Az eredményeink az ugynevezett
neutralis késleltetett differencidlegyenletek oszcillacios elméletében alkalmazhatoak.

A [30] cikkben egy nemlinedris algebrai egyenletrendszer pozitiv megolddsanak 1étezését €s
egyértelmiiségét vizsgaltuk bizonyos elegendd feltételek mellett. A bizonyitdas a monoton
iterdcié modszerén alapul. Az eredmények altaldnositjdk az irodalomban taldlhaté korabbi
eredményeket.

A [33] dolgozatban id6fiiggd késleltetési differencialegyenletek megoldasainak a késleltetés
figgvény szerinti folytonos differencidlhat6sagat bizonyitottuk. A bizonyitas az allapotfiiggd
késleltetésii egyenletekre kidolgozott technikat alkalmazza. Az elméleti eredmények
alkalmazasaként a késleltetés fiiggvény, mint az egyenletben szerepld paraméter becslésére a
kvazilinearizacios eljarast definidltunk és numerikusan teszteltiink egy példan.

A [34] cikkben valos Banach terek kompakt linearis operatorainak olyan palyait vizsgaltuk,
amelyek pozitivak valamely kuap éltal generalt parcidlis rendezésre nézve. Megmutattuk, hogy
a pozitiv palyak lokalis spektralsugara mindig olyan nemnegativ sajatértéke a kompakt
linedris operatornak, amelyhez pozitiv sajatvektor is tartozik.

Tovabbi szakmai terveink

Tervezziik a fenti kutatdsaink folytatasat. A munkatervet a 2016-2020 iddszakra
beadott és elfogadott OTKA palyazatunkban részleteztiik.
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Egyéb tudomdnyos aktivitisok

Specidlis szekcid szervezése (Gyori Istvan és Pituk Mihaly) az ,,18th International
Conference on Difference Equations and Applications, Barcelona, Spain, July 23 - 27, 2012”
nemzetkozi konferencian ,,Asymptotic Behavior and Periodicity of Difference Equations”
cimmel.

Miniszimpézium szervezése (Pituk Mihaly) az ,,EQUADIFF 2013, August 26 -30,
2013, Praga, Csehorszag” nemzetk6zi konferencidn ,,Asymptotic Behavior of Functional
Differential Equations” cimmel.

Nemzetkozi konferencia szervezése (Hartung Ferenc és Pituk Mihaly) ,,International
Conference on Delay Differential and Difference Equations and Applications (July 15-19,
2013, Balatonfiired, Hungary)” cimmel.

Nemzetkozi workshop rendezése ,,Workshop on Delay Differential and Difference
Equations, July 17-18, 2014, Veszprém, Hungary” cimmel.

Egyéb tamogatdsok

Szamos meghivas konferencia eléadas tartdsara, ahol a meghivo fél fizette a részvételi
koltségeket illetve azok egy részét.

Hozzéjarulok ahhoz, hogy a 101217 nyilvantartasi szdmu kutatas eredményei alapjan késziilt
zardjelentésemet, az OTKA Bizottsag nyilvanossagra hozza, illetve a tudomanyos kozosség
szamara ismert, elérhetd archivumban archivélja.

Veszprém, 2016.december 21.

Dr. Gyoéri Istvan, témavezetd
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